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Carta de navegacion oceanica

Escogiendo un rumbo

Este libro ha sido escrito a dos niveles distintos porque se dirige a dos clases
distintas de estudiantes. Cada profesor, por tanto, debe escoger cuidadosa-
mente entre ¢l material aqui contenido, porque las cosas podrian ir mal si
los alumnos no cncajaran con los temas escogidos. O, para decir lo mismo
de un modo mas expresivo, cuando usted pretenda revelar la naturaleza de
Ia liebre a sus estudiantes andese con cuidado, no sea que acabe mostrandoles
un gato por error. Como dijo Lewis Carroll, su pablico en este caso «suave
y repentinamente se desvaneceri», como la triputacion de Bellman en Hunting
of the Suark. Sin embargo, Bellman sélo tenia la carta de navegacion oceinica
que aparcce aqui arriba para guiarse.

Xv
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Introduccion 3

El pocta Horacio aconsejaba a sus jovenes discipulos empezar in media res.
Creo que tenia razén. La manera dc aprender teoria de juegos cs ir
dir al primer capitulo y sumergirse en medio de las cosas. Esta
i Juccién es para los débiles de corazon y la gente de mediana edad que
quicren conocer las respuestas a algunas preguntas antes de comprometerse.

* ;De qué trata la teoria de juegos?

¢ ;Dc donde proviene la teoria de juegos?

¢ ;A donde se dirige la teoria de juegos?

¢ ;De qué nos puede servir a teoria de juegos?

Estas son grandes preguntas para las que no existen respuestas claras y
clegantes. Una introduccion solo puede dar una somera indicacion de las
respuestas que ofrecen los especialistas en teoria de juegos'. Tal vez esto
bastara para calmar el apetito.

¢De qué trata la teoria de juegos?

Sc desarrolla un jucgo cada vez que unos individuos se relacionan con
otros. Cuando usted conduce un coche en una calle urbana y transitada,
esta practicando un juego con los conductores de los otros coches. Cuando
usted puja en una subasta, esta llevando a cabo un juego con los demas
postores. Cuando toma una decision sobre el precio al que intentara vender
las latas de guisantes, la encargada de un supermercado esté realizando un
juego con sus clientes y con los y las encargados/as de supermercados riva-
les. Cuando una empresa y un sindicato negocian los salarios del préximo
aiio, estan manlcmcndo un jucgo El abogado defensor y el fiscal practican
un juego qué ar s utilizar del del jurado.
Napoleon y Wellington estuvieron desarrollando un juego ¢n la batalla de
Waterloo, y lo mismo hicieron Kruschev y Kennedy durante la crisis de los
misiles de Cuba.

Si todas estas situaciones son juegos, entonces evidentemente la teoria
de juegos es algo importante. De hecho, se podria argumentar que todas las
ciencias sociales no son sino subdisciplinas de la teoria de juegos. Esto no
significa, sin embargo, que los especialistas en teoria de juegos disponen de
respuestas para todos los problemas del mundo. Esto se debe a que la teoria
de juegos, tal como se desarrolia por ahora, se ocupa sobre todo de qué
ocurre cuando los individuos se relacionan de forma racional. Si csta

'El Capuuio 1 de mis Essays on the Foundations of Game Theory (Blackwell, 1990) es una
muodumon ms extensa al tema. nunkmg Strategically (Norton, 1991), de Dixit y Nalebafl, cs
una deli de h i y d sobre como la teoria de juegos funciona en
situaciones de la vida real. Teoria de juegos y modelizacion econdmica (Oxford Universily Press,
1990), de Kreps, es una introduccidn que pone énfasis en los usos de la teoria de juegos en la
economia.
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observacion le sugiere devolver este libro de Teoria de juegos a la libreria
con la esperanza de quc lc devuclvan el dinero, piénseselo de nucvo. Nadie
ha dicho que la gente siempre se conduce racional Pero POCo ¢s
cierto que la gente actie siempre irracionalmente. La mayoria de nosotros
intentamos por lo menos gastar el dinero de una manera razonable, y nor-
malmente no nos va muy mal. Si no fuera asi, la teoria econdmica no funcio-
naria en absoluto. Ni siquiera cuando no pensamos las cosas con anticipacion
se puede deduci it duciend ional

uc nos ) irr 3
mente. De hecho la teoria de jucgqos ha cosechado algunos éxitos notables
lizando c! i de insectos y pl de qui no podemos
decir que piensen lo mas minimo. Su p iento es racional porque
aquellos insectos y plantas cuyos genes los programaban para comportarse
irracional se han extinguido. La evolucion Jos ha quitado de en medio.
Y, de la misma forma que la evolucion bioldgica actia quitando de cn
medio comportamientos biologicamente inadaptados, otros tipos de evolu-
cién pueden actuar para quitar de en medio comportamientos social o cco-
némicamente inadaptados. Por ejempl I que cond sus asuntos
de forma estipida tienden a quebrar y asi desaparecen de la escena.

Tal vez usted esté de acuerdo en que las relaciones racionales entre
grupos de individuos constituye un area de estudio apasionante, pero ;por
qué llamarle teoria de juegos? ;No trivializamos los problemas que la gente
afronta llamandoles juegos? Mas grave ain, ;no devaluamos nuestra cate-
goria humana al reducir la lucha por realizarnos al estatus de una mera
Jjugada en un juego?

Las respucstas apropiadas a estas las ponen cabeza abajo.
Cuanto més en serio nos tomamos las cuestiones de fondo, tanto mas
importante ¢s que no nos dejemos desorientar por ilusiones. Una de las
virtudes de la teoria de juegos es que usa el lenguaje de jusgos de salon
como el ajedrez o ¢l poquer para discutir la Idgica de las relaciones
estratégicas. 5¢ que los jugadores de bridge en ocasiones disparan contra sus
parejas. Yo mismo a veces he sentido la necesidad. Sin embargo, la mayoria

de las veces la gente puede pensar los probl gicos que se pl

en los jucgos de salon desapasionadamente. Esto es, estan dispuestos a seguir
a la logica donde quicra que les lleve sin echarse las manos a la cabeza
horrorizados si les lleva a un destino no deseado. Por tanto, al insistir en
usar el lenguaje de los juegos de salon, los especialistas en teoria de juegos
no resultan ser frios y despiadados seguidores de Magquiavelo a quienes
nada importan las penas de cstc mundo. Simplemente, estan intentando
separar aquellos aspectos de un problema que son susceptibles de ser
analizados racional y sin sia de los que no lo son.

Por naturaleza, a los scres humanos no se les da muy bien pensar sobre
los problemas de las relaciones égicas. Nos inqui cuando hemos
de enfi nos a i Sin embargo, los razonamientos
circulares no pueden ser evitados al considerar cuestiones estratégicas. Si
John y Mary estan jugando a un juego, la eleccion de estrategia de John
dependera de su prediccion acerca de cuél sera la estrategia que Mary
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clegira. Pero, simultaneamente, ella esta eligiendo una estrategia usando su
prediccion acerca de la eleccion cstratégica de John. Dado que Ja teoria de
juegos s basa necesariamente en esta clase de logica retorcida, tal vez no
sca sorprendente que abunde en sorpresas y paradojas.

® ;Le parcce a usted posible que en la reunion de un comité alguien
considerara que la solucién optima s votar la aliernativa que le gusta
menos?

® ;Podria ser una buena idea que un general decidiera si atacar hoy o
madana tirando una moneda al aire?

® (Para un jugador de poquer, puede ser una solucién é6ptima apostar
sicmpre ¢l maximo cuando le sitven la peor mano?

® ;Para alguicn que ha de comerciar, podria legar a tener sentido
empezat por tirar parte de la mercancia?

* (Podria llegar a ser racional que alguien que quicre vender una casa
utilice una subasta en la que el mayor postor se queda con la casa pero
solo paga lo que ha ofrecido el segundo mayor postor?

Usted ya se imagina, evid que la resp apar

absurda es la correcta en cada caso. Vamos a tomar en consideracion la
primera y la dltima de eslas questiones para intentar cntender por qué
nuestra intuicién nos es tan poco util. Simultaneamente, esto nos dara una
idea de conjunto del libro, porque los problemas del primer 1ipo sc discuten
en el Capitulo 1, al comienzo del libro, y los del utimo tipo en el Capitu-
lo 11. hacia el final. -

1. Votaciones estratégicas

Boris, Horace y Maurice constituyen el comité de miembros de la muy
exclusiva Sociedad de los Poetas Muertos. Una madana, cl punto final del
orden del dia es la prop de admitir como bro a Alice. Otro
posible candidato llamado Bob no es mencionado, por lo que se propone
modificar este iltimo punto. La medificacion propuesta dice que ¢l nombre
de Alice deberia ser reemplazado por el de Bob. Las reglas de voto para
comités ordenan que las propuestas de modificacion se voten en el orden cn
que fueron propuestas. Por tanto, el comité empieza votando si Bob deberia
reemplazar a Alice. Si Alice gana, entonces votaran si Alicc o Nadic deberia
ser aceptado como nuevo miembro. Si Bob gana. entonces votarin si Bob o
Nadie deberia ser aceptado como nuevo miembro. La Figura 0.1(a) es un
diagrama que representa el orden en el que tiene lugar la votacion. La
Figura 0.1(b) muestra como los tres miembros del comité ordenan los tres
resultados posibles.

Las lineas dobles de la Figura 0.1(a) indican quién ganaria la votacion si
todos votaran de acuerdo con sus preferencias. Por ejemplo, en una votacion
cntre Alice y Bob, Alice ganaria porque Boris y Horace preficren Alice en
lugar de Bob, y Maurice perderia la votacion. Asi. si no se da una votacién
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Alice
Alice
°
Nadie
Boris Horace Maurice
Alice
Alice Nadie 1. Alice 1. | Nadic 1 Bob
Bob 2| Nadie [ 2| Alice | 2 | Afice
Bob Nadie
3 Bob 3 Bob 3. | Nadie
Bob
o
Nadie
Bob
(a) (]

Figura 0.1. Votaciones estratégicas.

estratégica,. Alice scra elegida miembro del club porque también ganara
cuando se enfrente contra Nadie.

Sin embargo, si Horace piensa a largo plazo, vera que no tiene sentido
votar contra Bob en la primera votacion, Si Bob gana la primera votacion,
Nadie triunfara en la scgunda?, y Nadie es la primera preferencia de Horace.
Ppr tanto, Horace deberia negar el voto a Alice en la primera votacién y
darselo a Bob, que es el candidato que le gusta menos. Si Boris y Maurice
no votan estratégicamente, ¢l resultado serd que Nadic es elegido.

Pgrq la hlslona_ no acaba aqui. Maurice puede prever que Horace votara
estratégicamente. Si s asi, Maurice también votara estratégicamente, votando
a Boben Iugar_dc a Alice. En este caso Maurice dejara de votar al candidato
que le gusta mas. La razon para hacer esto es que asi sc asegura que Alice es
elegida en lugar de Nadie.

l_razonamicnto utilizado por Horace y Maurice en esta historia se
llama mducci_du hacia atrds. Predicen lo que ocurriria en ¢l futuro, y entonces
razonan hacia atrds hasta el presente. El matematico Zermelo aplico el
mismo tipo de razonamiento al ajedrez hace muchos afios, en 1912, Por esta
razém, en la Sc_ccién 1.4 este proceso se llama algoritmo de Zermelo.

A los especialistas en teoria de jucgos les interesa lo que ocurre cuando
todo el mund.o razona ptimamente. En este caso, esto significa que todos
usan _cl algoritmo de Zermelo y, por tanto, todos votan estratégicamente.
¢Significa esto que Alice resulta clegida? iTenga por seguro que esto podra
saberlo después de leer el Capitulo 1!

* iPor qué no tiene sentido que se vole égi en la segunda i6n?
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0.1.2. Subastas

Los Mad Hatters, como €l hombrecito que acaba de aparecer en e! margen,
estan pensados para ayudarle a usted a orientarse a través del libro. La
Guia Didactica explica detallad: lo que significan. El de aqui se dirige
corriendo a la Seccion 0.1.3 para no tener que aprender algo de economia.
La gente de matematicas tal vez le consideren inteligente. Como dijo Lewis
Carroll:

&Y qué significan todos estos misterios para mi
cuya vida se llena de indices y raices?

x2+ Ix + 53
= e 113

Sin embargo, no sacard gran cosa de este libro, si solo lee las partes ma-
tematicas.

Alice quicre conseguir el mejor precio posible por su preciosa casa. Tiene
dos posibles compradores, Horace y Maurice. Si supiera ¢l precio maximo
que cada uno csta dispuesto a pagar, el problema seria ficil. Sin embargo,
aunque no sabe cudles son sus precios de reserva, Alice no esta en la
ignorancia total. Es de conocimiento pablico que cada comprador potencial
ticne un precio de reserva de tres o cuatro millones de dolares, y que ambos
valores son igualmente probables. Ademds, los dos precios de reserva son
independientes entre si (Seccion 2.1.2).

Un subastador le aconseja celebrar «subasta de segundo precio». En una
subasta de este tipo, cada postor encierra su oferta en un sobre. Entonces, los
sobres son abiertos en piblico y la casa s¢ vende al mejor postor?, pero no al
precio de su oferta. Se vende, por el contrario, al precio mas alto ofertado por
un perdedor. La ventaja de este arreglo, explica el subastador, es que induce a
un individuo racional a pujar segun su rerdadero precio de reserva. Horace,
por ejemplo, razonaria asi. Supongamos que la puja de Maurice es menor que
mi precio de reserva. Entonces quiero ganar la subasta, y para hacerlo me
basta con pujar fielmente segiin mi precio de reserva. Por otra parte, si la puja
de Maurice es mayor que mi precio de reserva, entonces no quiero ganar, y
me puedo garantizar el no hacerlo pujando fielmente segin mi precio de
reserva. En una subasta de segundo precio, decir la verdad sobre el precio de
reserva es una propuesta de las que «si-sale-cara-yo-gano-si-sale-cruz-tu-
pierdes». Los especialistas en teoria de juegos dicen que pujar verazmente es
una estrategia que domina a las demas alternativas.

Alice entiende todo esto, pero no le gusta mucho lo que oye. Le parece
obvio que conseguira algo mejor vendiendo la casa por ¢l mayor de los
precios pujados que por el segundo mayor precio. Por tanto, despide al
primer subastador y en su lugar contrata a un segundo subastador que le

* Si hay un empate, se rompe por medio del azar.
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dice lo que clla quiere oir. Alice organiza una subasta de oferta en sobre
cerrado. como la del primer subastador, con Ia pcion quc la casa sera
vendida al mayor postor al precio por él (o ella) pujado.

Pero Alice se equivoca. El precio de venta esperado es 3 1/4 millones en
ambos casos”. Esto es facil de ver en el caso de Ja subasta de segundo precio.
Alice ganara entonces 3 millones, exceplo si Horace y Maurice ticnen
ambos un precio de reserva de 4 millones de dolares. La probabilidad de
que ambos tengan un precio de reserva alio es 12 x 172 = 1/4,
Su precio esperado de venta en millones de dolares ¢s, por tanto, 3 x 3/4 +
+4 x 1/4 = 31/4,

Tal vez esta referencia a probabilidades y valores esperados le hace
sentirse aprensivo, Si éste es ¢l caso, fijese bien en ¢l Mad Hatter que ha
aparecido en ¢l margen y sigale corriendo a la siguiente seccion. Lo que
usted necesita saber acerca de probabilidades y valores esperados (que no es
mucho) sera revisado en el Capitulo 2. Por lo que se refiere a las matematicas
que el Mad Hatter, corricndo, quiere evitar, podria utilizarlas para compro-
bar si este libro es ad: do para alguien con sus cc imientos actuales.
Espero que al final del libro un argumento de esle tipo parezca transparen-
temente claro. Sin embargo, isi usted consigue ahora algo mas que hacerse
una idea general de lo que esta pasando, entonces tal vez deberia plantearse
1a lectura de un libro mas avanzado! .

Para averiguar el precio de venta que Alice puede esperar en una su-
basta «de primer precio de puja secreta necesitamos resolver el problema
de puja que una subasta asi plantea a Horace y Maurice. Un consultor
especialista en teoria de juegos no tendra razon alguna para no aconsejar a
alguien con un precio de reserva de 3 millones de délares que puje fielmente
por este precio. Sin embargo, si Horace tiene un precio de reserva alto de 4
millones de délares, puede que el especialista en teoria de juegos e de
algunos consejos curiosos. El especialista en tcoria de jucgos le explicara
que, sea cual sca la puja que Horace pucde estar pensando en encerrar en el
sobre, existe ¢l riesgo de que Maurice la prediga. Si lo hace, Maurice ganara
la subasta pujando por una pescta mas cn aquellas ocasiones en que también
tiene un precio de reserva alto. El éinico modo en que Horace pucde estar
seguro de dejar a Maurice haciendo acertijos es usando una estrategia
mixta. Lo que esto significa es que Horace deberia aleatorizar sobre las
pujas que es razonable esperar de él.

Si Horace todavia le escucha, e especialista cn teoria de juegos se pon-
dra ahora a explicar en serio cémo deberia aleatorizar Horace, El consejo
puede ser algo asi. Nunca puje menos de 3 milloncs de dolares o mas
de 3 1/2 millones. Aleatorice sobre todas las pujas entre 3 millones y
3 1/2 millones de délares de tal manera que la probabilidad de pujar menos
de b dolares sca precisamente (b — 34 - b).

* Supuesto que Horace y Maurice pujan racional ¥ son ricsg les (Seocion 3.4.3).
* Como, por cjemplo, Game Theory (MIT Press, 1991}, de Fudenberg y Tirole, 0 Game
Theory: Analysis of Conflict (Haryard Univessity Press, 1991), de Myerson.
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Si Maurice esta escuchando exactamente el mismo consejo de un espe-
cialista en teoria de jucgos, jcudnto deberia Horace csperar ganar si su
instrumento aleatorizador le dice que encierre en el sobre una puja de b
millones de délares? Si supera a Maurice en Ia puja, habri ganado (4 — b)
millones de délares, porque ésta es la diferencia cntre lo que paga y lo que la
casa vale para él. Si pierde en la subasta, no habra ganado na(.ia. (Cuando
ganard, Horace? La mitad de las veces es SCEUro que ganard, porque cl
precio de reserva de Maurice solo sera de 3 millones dc'dblarcs La otra
mitad de las veces la probabilidad dc que Horace gane serd (b — 3)/4 - b),
porque ésta es la probabilidad de que Maurice puje menos de b ml'"oncs de
délares cuando su precio de reserva es 4 millones de délares. Asi pues, la
probabilidad total de que Horace gane cuando puja b millones de dolares cs

1 . 1/b — 3\ |

27 3\a b/ 2 - b
La ganancia esperada se obtiene multiplicando esta probabilidud por (4 ~ h)
millones de ddlares que es lo que obtiene cuando gana. Por tanto, la
ganancia esperada siempre es de 1/2 millon de dolares, sea cual sea la puja
de b millones de délares, entre 3 y 3 1/2 millones de dolares, que haya
podido hacer. .

La razén por la que los especialistas en teoria de juegos ofreceran cste
conscjo tan complicado a Horace y Maurice ¢s que, si lo siguen, gaqa uno
de ellos estara dando una respuesta dptima a la eleccion estratégica del
otro. En particular, no hay nada que Horace pueda hacer para mejorar el
172 millon de dolares. Cicrtamente no estard interesado en pujar 8 millo-
nes de délares, si 8 > 3 1/2 porque, aunque ello le garantiza ganarhla
subasta, su victoria sera pirrica, toda vez que su triunfo solo le proporcio-
nard (4 ~ B) millones de délares®, . i

Esta claro que Alice concluyé prematuramente que en esta situacion las
cosas son «obvias». La mayor parte del tiempo, Horace y Maurice pujaran
muy por debajo de sus verdaderos precios de reserva. Por tanto, Alice
necesita hacer bastantes calculos antes de poder opinar sobre los méritos
relativos de las subastas de primera y segunda puja. Si supone que l:loracc
¥ Maurice siguen los consejos de sus especialistas en teoria de juegos,
Alice hallara que el precio esperado de venta es exactamente el misio
en una subasta de primera puja que en una de scgunda puja —es decir,
3 1/4 millones de ddlares—. También seria el mismo en otros varios tipos de
subasta. En particular, ¢! precio esperado de venta es cxactamente ¢l mismo
en el tipo de subasta familiar en el que los compradores van subiendo sobre
las pujas de los otros hasta que sélo queda uno que puja.

* Suponiendo que su precio de reserva es alto. Si es bajo, nunca querrd pujar por encima de
los 3 millones de délascs.
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i Deberiamos concluir que Alice esia perdiendo el tiempo al buscar una
mejor subasta? ;En absoluto! Si Alice se lee esta Teora de juegos hasta Ia
Seccién 11.7.4, descubrira que, si es inteligente, puede designar un meca.
nismo de subasta que aumenta el precio de venta esperado hasta un
magnifico 3 1/2 millones de délares,

0.1.3. (Cuél es la moraleja?

Los dos ejemplos anteriores pretenden mostrar cl que la teoria de
juegos sirve para algo. Nuesira intuicion no educada no es muy fiable en
situaciones estratégicas. Necesitamos entrenar nuestra intuicion estratégica
tomando en consideracion ejemplos instructivos. No es necesario que estos
ejemplos sean realistas. Por e} contrario, en muchas ocasiones disfrutaremos
de ventajas sustanciales estudiando Jjuegos, si sc cligen cuidadosamente. En
estos juegos-jucgos, nos podemos desentender de todes los detalles irrele.
vantes tipicos de los problemas del mundo real, de manera que podemos
centrar la atencion en las cuestiones estratégicas —y para dar respuestas a
estas cuestiones existe la teoria de juegos. *

A menudo los especialistas en teoria de juegos introducen sus juegos-
juegos con historias tontas. Es un Poco tonto, por ejemplo, que los miembros
del comité en el ejemplo de la votacion estratégica se llamen Boris, Horace y
Maurice’. Pero esta tonteria tampoco carece de valor. Aqui nos permite
d ar i de los problemas. Nadie pucde sentirse
involucrado con personajes ficticios tales como Boris, Horace y Maurice,
Sin embargo, si les pudieramos identificar con individuos reales, ante ¢l
hecho que el presid ha «manipulado ¢! orden del dia», 0 que Horace
estd pensando en «votar deshonestamentes, podriamos dejar que la indigna-
cion apartara nuestra atencién de las realidades estratégicas subyacentes.
Para un especialista en teoria de juegos esto seria un error comparable al de
un atico que no respeta las leyes de la aritmética porque no le gustan
los Itados que esta obteniendo

0.2. ;De dénde proviene la teoria de juegos?

Filo

04 —

La teoria de juegos fue creada por Yon Neumann y Morgenstern en su libro
clisico The Theory of Games and Economic Behavior, publicado en 1944. Otros
habian anticipado algunas ideas. Los economistas Cournot y Edgeworth
fueron particularmente innovadores en el siglo xix. Otras contribuciones
posteriores mencionadas en este libro fueron hechas por los matematicos
Borel y Zermelo. El mismo Von Neumann ya habia puesto los fundamentos

? Aquellos cuya lengua materna no sea el inglés «de Ia reinas tal vez se sorprendan al saber
que estos nombres riman,
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en un articulo publicado en 1928, Sin embargo, no fue hasta que aparecid ¢l
libro de Von Neumann y Morgenstern que el mundo comprendié cuan
potente era el instrumento descubierto para estudiar las relaciones humanas,

Cuando corri6 la voz, la gente se tiraba por la ventana llevada por cl
entusiamo. Las ciencias sociales, se pensd, conocerian una revolucion de
hoy para mafana. Pero no ocurrié asi. El libro de Von Neumann y
Morgenstern resulié ser solo el primer paso en un largo camino. Pero no
hay mente més cerrada que la del creyente desilusionado, y cuando hé
evidente que The Theory of Games and Economic Behavior no podia ser
comparado con las tablas de la ley que Moisés se bajo de la montada, la
teoria de juegos languidecié en la inactividad. Todavia encontramos profe-
sores mayores que nos explican que la teoria de juegos no sirve para nada
porque la vida no ¢s un «juego de suma cero», o porque se puede obtener el
resultado que uno quiera seleccionando el apropiado «concepto de solucién
cooperativan,

Afortunadamente las cosas han evolucionado con mucha rapidez en los
ultimos veinte afios, y éste y otros libros modernos sobre teoria de Jjuegos ya
no pad | de los presup s restrictivos que Von Neumann y
Morgenstern ios para progresar. Como resultado, lo
que 1a teoria de jucgos p tia en un principio se esta ) do a cum-
plir. En los Gltimos afios, sus repercusiones en la teoria econdmica solo se
pueden calificar de explosivas. Todavia es necesario, sin embargo, saber algo
de la corta historia de la teoria de juegos, aunque sélo sea para entender por
qué se usan algunos de sus términos.

Von Neumann y Morgenstern investigaron dos planteamientos distintos
de la teoria de juegos. El primero de ellos es el planteamiento estratégico o
1o cooperativo. Este planteamiento requiere especificar muy detalladamente
lo que los jugad pueden y no pueden hacer d ¢l juego, y después
buscar para cada jugador una estrategia dptima. De entrada, ni siquiera es
evidente qué puede querer decir optimo en este contexto. Lo que es mejor
para un jugador depende de lo que los otros jugadores piensan hacer, y esto
a su vez depende de lo que ellos piensan que ¢l primer jugador hara. Von
Neumann y Morgenstern resolvieron este problema en ¢l caso particular de
juegos con dos jugadores cuyos intereses son diametralmente opuestos. A
estos juegos se les llama estrictamente competitivos, o de suma cero, porque
cualquier ganancia para un jugador siempre se equilibra exactamente por
una pérdida correspondiente para el otro jugador. El ajedrez, el backgammon
y ¢l pdquer son juegos tratados habitualmente como juegos de suma cero.

En la segunda parte de su libro, Von Neuman ¥ Morgenstern desarrolla-
ron el planteamiento coalicional o cooperatico, en el que buscaron describir
la conducta éptima en juegos con muchos jugadores. Puesto que éste s un
problema mucho mas dificil, no es de sorprender que sus resultados fueran
mucho menos precisos que los alcanzados para el caso de suma cero y dos
jugadores. En particular, Von Neumann y Morgenstern abandonaron todo
intento de especificar estrategias ptimas para jugadores individuales. En
lugar de ello se propusieron clasificar los modelos de formaci6n de coaliciones

s 9




Teoria de juegos

q

quc son i con as racionales. La negociacion. en cuanto
tal, no jugaba papel alguno en esta tcoria. De hecho, hicieron suyo ¢l punto
de vista, quc habia predominado entre los economistas al menos desde la
época de Edgeworth, segin el cual los problemas de negociacion entre dos
personas son inherentemente indeterminados.

A principio de los afios cincuenta, en una serie de articulos muy famosa ¢|
matemético John Nash rompié dos de las barreras que Von Neumann y
Morgenstern se habian auto-impuesto. En el frente no cooperativo, estos
parecen haber pensado que en estrategias la idea de equilibrio, introducida
por Cournot en 1832, 1o era en si misma una nocion adecuada para construir
sobre ella una teoria —de aqui que se restringicran a juegos de suma cero—,
Sin embargo, la formulacion general de Nash de la idea de cquilibrio hizo ver
claramente que una restriccién asi es innecesaria. Hoy dia, la nocion de
equilibrio de Nash® es tal vez el mas importante de los instrumentos que los
especialistas en teoria de juegos ticnen a sy disposicion, Nash también hizo
contribuciones al planteamiento cooperativo de Von Neumann y Morgenstern,
Nash no acepté la idea de que la teoria de juegos debe considerar indetermi.
nados los problemas de negociacion entre dos personas, y procedi6 a ofrecer
argumentos para determinarlos. Sus ideas sobre este tema fueron generalmente
incomprendidas y, tal vez como consecuencia de ello, los afios que la teoria de
juegos pasé en Babia se gastaron principalmente desarrollando el plantea-
miento cooperativo de Von Neumann y Morgenstern en direcciones que
finalmente resultaron ser improductivas.

La historia de la teoria de juegos en los dltimos veinte afos esta

iado repleta de inci para ser contada aqui. Algunos nombres,
sin embargo, no deben ser pasados en silencio. El acréstico NASH puede
ayudar a recordar quienes son. El propio Nash tiene la letra N, A es por
Aumann, S es por Shapley y también por Selten y H es por Harsanyi.
jCuando llegue al final del libro ¥a no necesitara acrosticos!

Lo que es tal vez mas importante sobre los iltimos veinte afios de teoria
de juegos es que los mayores progresos s¢ han dado en la teoria 1o coope-
rativa. Por esta razén, este libro se limita casi exclusivamente a esta rama de
la disciplina. Esto no se debe a que yo piense que la teoria cooperativa de
jucgos no contiene resultados importantes, sino simplemente a que comparto
con muchos otros la idea de que no se puede discutir razonablemente la
rama cooperativa de la disciplina sin haber dominado en primer lugar la
rama no cooperativa.

d

* Estc aparece cuando la eleccion estratégica de cada jugador es la respuesta Sptima a las

leceis égicas de los otros jugad A Horace y Muurice les fue aconscjado, por su

consultor especialista en teoria de jucgos, que usaran un equilibrio de Nash cuando se estaban
preguntando como pujar en la subasta de primera puja de la Seccion 0.1.2.
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0.3. (A donde se dirige la teoria de juegos?

e

Filo

0.4 —

Es dificil explicar a donde se dirige la teoria de juegos a una audiencia que
no sabe donde se encuentra. Estas observaciones, por tanto, son para quie-
nes ya saben algo de tcoria de juegos.

Tengo opiniones muy decididas sobre la direccion que la teoria de
juegos deberia tomar, y es reconfortante ver que las cosas parcce que se
mueven en la direccion correcta. Pero he dejado estas opiniones practica-
mente fuera del libro, porque creo que un libro de este nivel los aspectos
controvertidos han de ser reducidos al maximo. Es justo, sin embargo, que
en algin momento ponga las cartas boca arriba. Asi pues tengo que decir
que creo que la mayor parte de la literatura sobre «rcfinamientos del
equilibrio de Nash» ha de ser catalogada junto con las obras de la escolastica
medieval. Para ser incluso mas polémico, quiero afiadir que los intentos por
hacer del bayesianismo los fundamentos de la teoria de juegos no deben ser
comparados a la construccion de casas sobre arena, sino a la construccion
de castillos en el aire. Visto retrospectivamente, nos pareceran realmente
muy extrafios los intentos actuales de hacer de la teoria bayesiana de la
decision algo mas que un instrumento analitico conveniente®.

Mi gesto de deferencia hacia el futuro es el Capitulo 9, que a algunos les
podra parecer un afiadido peculiar. Trata de como se puede llegar a un
equilibrio por medio de procesos evolucionistas de tanteo cuando los
jugadores no son completamente racionales. La aparicion de autématas
finitos en el Capitulo 8 tambien esta motivada en parte por la importancia
que concedo al encontrar vias de ataque sobre ¢l problema de la racionalidad
acotada en teoria de juegos. Por supuesto, quicnes no estén de acuerdo
conmigo sobre lo que nos espera pueden libremente saltarse csie material,

0.4. ;De qué nos puede servir la teoria de juegos?

Esta seccion contiene algunas indicaciones sobre las aplicaciones de la
teoriu de juegos. La economia s ¢l principal cliente para las ideas producidas
por los especialistas en teoria de juegos, luego esta es la disciplina por la que
debemos empezar.

0.4.1. Aplicaciones a la economia

No deberia sorprender que Ia teoria de juegos haya encontrado aplicaciones
directas en economia. Esta triste ciencia se supone que se ocupa de la
distribucion de recursos escasos. Si los recursos son escasos es porque hay

* Los Capitulos 4, 5 y 6 de mis Essays on the Foundations of Game Theory (Blackwell, 1990)
ofrecen un sumario de mis ideas sobre estas cuestiones,
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més gente que los quiere de la que puede llegar a tenerlos. Este panorama
proporciona todos los ingredientes necesarios para un jucgo. Ademss, los
economi: lasicos adoptaron cl p > de que la gente actuara
racionalmente en este juego. En un sentido, por tanto, la economia neoclasica
no ¢s sino una rama de la teoria de juegos. Los cconomistas que no se dan
cuenta de ello son como el monsieur Jourdain de Le Bourgeois Gentilhomme,
de Moliére, que se sorprendio al saber que habia cstando hablando en prosa
durante toda su vida sin saberlo, Sin embargo, aunque los economistas
pucden haber sido desde siempre especialistas camuflados en teoria de
Jjuegos, no podian progresar por el hecho de no tener acceso a los instru-
mentos proporcionados por Vor Neumann y Mor n. En ia,
solo podian analizar juegos particularmente simples. Esto explica por qué el
monopolio y la competencia perfecta se entienden bien, mientras que a
todas las demas variedades de petencia imperfecta que se dan entre
estos dos extremos solo ahora se les esta empezando a dar el tratamiento
detallado que merecen.

La razon por la que el monopalio es simple desde ¢l punto de vista de la
teoria de juegos es que puede ser tratado como un juego con un tnico
jugador. La razén por la que la competencia perfecta es simple es que el
nimero de jugadores es de hecho infinito, de manera que cada agente
individual no puede tener un efecto sobre agregados de mercado si él o ella
acta individualmente. Un cjemplo puede ayudar a clarificar este punto.
También servira para indicar por qué la teoria de juegos esta tan intimamente
relacionada con el problema de |2 competencia imperfecta'®,

Oligopolio de Cournot. Una industria contiene N empresas, todas con
un coste unitario constante ¢, Cada empresa s¢ decide simultaneamente por
una produccion g,. Cuando la produccion total ¢ = g+ g+ -+ gy
llega al mercado, el precio al que se vende viene dado por la ecuacion de
demanda p = Dig). El beneficio de la i-ésima empresa es, pues,

= pg - cq = (Dig) - Jap

que ¢s igual a los ingresos menos el coste.

Un especialista en 1eoria de juegos considera un problema de oligopotio
de Cournot como éste como un juego con N jugadores en el que cada uno
€scoge una estralegin g, con el objetivo de maximizar el beneficio n,. En un
equilibrio de Nash, la eleccion estratégica de cada jugador seri aptima en
funcion de las elecciones estratégicas de los otros Jjugadores,

Para dar la respuesta 6ptima a las elecciones estratégicas de las demas

p , la i-ésima emp elegira su propia estrategia q, de manera que
én
—-5=D’(q)q,-+D(q)—c=0.
dq,

 La Seccion 7.2 se ocupa de las mismas idcas mas detalladamente.
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Si todas las firmas se comportan asi, todas elegiran la misma produccién.
Asi pues, g, = g/N, donde

D’(q),% +Dig) —c=0

d

Considérese el caso especial en el que Ia clasticidad p_r‘ncio delad
es constante. Esto solo significa que P = D{q) = kq~*, donde k y ¢ son
constantes positivas. La ecuacion se simplifica asi:

L. (. - 5) )
¢ N,

Los economistas estan familiarizados con esta formula en f' casoN = |
como el margen que maximiza b ficios para un 1 P Cuandp
N — o, obtenemos p = c. Este es el resultado c}asu:o de la competencia
perfecta que dice que ¢l precio de equilibrio debe igualar el coste marginal.
Para valores intermedios de N obtenemos un resultado sobre ¢l comporta-
micnto de equilibrio en un modelo de competencia .imperfecta. .

Calculos de este tipo no requieren un conocimiento cspcc.ml dc. 'lu
teoria de juegos. Sin embargo, tan pronto como se toman en consideracion
modelos en los que la secuencia temporal o el riesgo son imporiantes, o en
los que la forma de tratar la informacion cs‘relcvantc. uno quofin desampa-
rado sin ¢l andamiaje conceptual proporcionado por la teoria de juegos.
Subastas, mercados de seguros, carreras de patentes, barreras a la entrada
y negociacion son solo algunos de los temas de los que pngmos ,-Ahora
hablar con alguna autoridad, y de los que antes poco o nada.ulgl podiamos
decir. Algunos de estos temas son estudiados de I'prma prehmmar en este
libro. Sin embargo, para hallar las idcas de teoria de jucgos cxplollallda§
sistematicamente para la economia hay que acudir a otros textos''. Si
intentaramos hacer esto aqui, no nos quedaria espacio para explicar la
teoria en si misma.

0.4.2. Aplicaciones a la ciencia politica

La teoria de juegos no ha tenido el mismo impacto en la ciencia politica que
en economia. Tal vez esto se debe a que 1a gente se conduce menos racio-
nalmente cuando lo que esti en juego son ideas que cuando lo que estd en
juego es su dincro. Sin embargo, se ha convertido en un instrumento im-
portante para clarificar la logica subyacente de un cierto nimero de proble-

" Tal vez a la Theory of Indusirial Organization (MIT Press, 198!), de Tirole, 0 a un nivel
mis avanzado, 1a Game Theory {MIT Press, 1991), de Fudenberg y Tirole.
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mas paradigmaticos. Las vo tratégicas fucron mencionadas en la

Seccion 0.1.1. Ahora estudiaremos un modelo sencillo que persigue esclarecer

cdmo los partidos politicos cligen sus programas. Ticne un cierto aire dc

familia con los modelos econdmicos porque las empresas cn activo en un
N

sector industrial modifican su conducta cuando qui la entrada

de empresas nuevas en el sector.

La eleccidn de prog Este ejemplo empicza con dos partidos poli-

ticos, los Formalistas y los Idealistas. Ninguno de los dos se preocupa en
et P

> por i de principio. Sélo se p por el poder y, por
tanto, eligen ¢l programa con el unico objetivo de maximizar el voto en las
proximas elecciones, Los votantes, por otra parte, sélo se preocupan por
cuestiones de principio y, por 1anto, carecen por completo de fidelidad a los
partidos. Para simplificar, las opiniones que un volante puede tener se
identifican con los niimeros reales en el intervalo [0, 1]*. Podemos imagi-
narnos que este intervalo representa el espectro politico de izquierda a
derecha. Asi, alguicn con la opinion x = 0, cree que la sociedad deberia
estar organizada como un hormiguero, mi que alguien con la opinié
x = 1 cree que deberia estar organizada como una piscina llena de tiburones.
Cada partido centra su programa en algin punto del espectro politico y
no puede cambiar su posicion posteriormente. Los votantes votan por ¢l
partido que se encuentra mis cerca de su posicion. Dado que se supone que
los votantes se distribuidos uniformemente sobre ¢l espectro
politico™, es facil ver cudntos votos conseguira cada partido una vez que
han clegido programa. El secreto esta en buscar el votante mediano entre aque-
llos cuyas opiniones se encuentran entre los programas de ambos partidos.
El votante mediano se encuentra a medio camino entre las posiciones
politicas de los dos partidos. Luego los que s¢ encuentran a la derecha del
votante mediano votaran por un partido, y los que se encuentran a la
izquierda lo haran por el otro. En la Figura 0.2(a) se da un ejemplo.
Supongamos que los partidos bajan al ruedo politico uno a uno. Los
Idealistas escogen programa en primer lugar, y luego lo hacen los Forma-
listas. ;Dénde deberia colocarse cada uno? Problemas como éste pueden
ser resueltos por induccion hacia atras, como se ha explicado en la Sec-
cion 0.1.1. Para cada programa posible x, los Idealistas se preguntan qué
ocurriria si se colocaran en x. Si x < 1/2, los Formalistas responderian
colocindose inmediatamente a la derecha de x. Entonces los Idealistas
recogerian una fraccién x de los votantes y los Formalistas recogerian
I = x. Por tanto, los Idealistas ganarian menos de la mitad del voto. Lo
mismo ocurre si los Idealistas se sitdan en x > 1/2, excepto que ahora los
Formali ponderan colocandose-inmediat a su izquierda. Por
tanto, lo mejor para los Idealistas es colocarse en el centro del espectro

' El intervalo (0. 1] es el conjunto de valores de x que satisfacen 0 € x € 1.
¥ Esto simplemente significa que una fraccién ! de la poblacion sostiene opiniones que se
en cual intervalo de longitud L
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Figura 0.2. La eleccién de un programa politico.

politico. Los Formalistas también se colocaran en x = 1/2, y ¢l voto se
dividira mitad y mitad.

Este modelo puede tener sentido en la escena politica americana. Cierta-
mente es dificil para muchos europeos encontrar diferencias significativas
entre Demécratas y Republicanos. El modelo, sin embargo. tiene poco
parecido con la escena politica europea. ¢ Deberian los americanos deducir,
por tanto, que los partidos politicos europeos de verdad se toman en serio
los principios que hacen suyos? Una conclusion asi seria prematura porque
es dudoso que la situacion europea pueda ser razonablemente analizada con
un modelo de dos partidos, y esto es cierto incluso para un pais como Gran
Bretaiin en el que solo dos de los partidos consigue un nimero importante
de votos en la mayoria de elecciones. Para explorar esta cuestion veamos
como cambiarian las cosas si tuvieramos que tomar en consideracién un
tercer partido.

En este modelo el partido Intuicionista escoge prog [ de los
Idealistas y los Formalistas. Esto cambia mucho las cosas. Los Idealistas y
los Formalistas ciertamente no se colocaran ahora en el centro del espectro
politico. Si lo hicieran, los Intuicionistas s¢ podrian colocar inmcdia(amente
a su derecha o izquierda. recogerian la mitad del voto dejando que
los primeros partidos se dividan la otra mitad. Un razonamicnio por

" .
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induccién hacia atris™ hace ver que los Idealistas y los Formalistas se
colgc‘a.ran enx = 1/4y x = 3/4, dejando que los Intuicionistas adopten la
posicion centrista x = 1/2, como se muestra en la Figura 0.2(b). Los
pnm.c.ros.pnrud'os recibiran cntonces 3/8 de los votos cada u.no | los
lnn;;cwmslas solz recogeran 1/4, i

Fero, ;por qué querrian los Intuicionistas entrar en la a iti i
estan condenados al papel de Cenicienta, con los primcrosmpl::'t;i)dogs“:?l' ts:ll
papel de Hgn_nar;as Feas? Modifiquemos, por tanto, ¢l modelo de manera
que los Intuicionistas consideren que vale la pena formar un partido solo si
pu:dgn prever que recibiran mas del 26% de los votos. En este caso los
Idealistas se moveran un poco hacia el centr . aunque no lo bastante como
para que los Intuicionistas pucdan entrar fl andolos por la i
Por tan'lo. s6lo se moveran desde x = 025ax = 0,26. Anélogam;me, los.
Forn]gllsms se moveran desde x = 0,75 a x = 0,74. E! resultado serd una
cloccx.on con dos partidos como en la Figura 0.2(c). En esta eleccion los
ldea.hsflas. y los Formalistas se dividen ¢l voto a partes iguales y los
Intuicionistas se quedan fuera. g

Un comentarista politico ignorante de la amenaza que supone la entrada
de los lnluxc_lomslas podria facilmente malinterpretar las razones por las
que los ldt‘:ah‘stas ¥ los Formalistas han elegido sus programas. El comenta-
rista podria incluso llegar a pensar que cada partido ni siquicra intentd
hac.:c.rs.c con gl centro por cuestiones de principio. Pero es sélo tras un
anilisis cstratégico que la conducta de los dos partidos puede ser evaluada
correctamente. Obsérvese, en particular, que su conducta ha sido determi-
nada por algo que de hecho no llegé a ocurrir. Como Sherlock Holmes
explicaba, a menudo lo importante es que ¢l perro no ladré aquella noche.

0.4.3. Aplicaciones a Ia biologia

Es mposlblg lgual'ar el entusiasmo con que los bidlogos evolucionistas que
usan la teoria de juegos explican historias de conducta animal'®. No sé si
escogen historias poco delicadas deliberadamente, para dar un. pocc; de
sabpr a sus relatos con implicaciones sexuales, o si éstos son realmente los
mejores eje.mplos para ilustrar de qué manera la teoria de juegos es relevante.
En cualquier caso, lo que los bidlogos dicen sobre ¢l-pez sol es esto '

Hay dos clases de machos en esta especic. El primero es un ind}viduo
regularmente hogarefio que necesita siete afios para alcanzar la madurez.
Una vez alcanzada, construye un nido que atrae a las hembras que ponen
huevos. Cuando los huevos han sido puestos, no solo los fertiliza, sino que

' Algunas sutilczas surgen debido a i g infini
.o?in'ipncs p?[lims Aqui ys:: ftulos. Mh? qucl:;spoi‘!emos :\"il:: uponicr l‘nﬁ:::: k"‘:
¥ los F listas adoptan posici i nte mis radicales qu descril
v Véase, por ejemplo, Evolution q ary v e U
1982, de Riaer n?SmI;l o volution and the Theory of Games (Cambridge University Press,

s
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defiende la familia resultante lo mejor que puede; mientras, la hembra
continiia con su vida independicntemente. La otra clase de macho es un
golfo. Por lo que dicen los bidlogos, ¢s poco mas que un dérgano sexuval
autopropulsado. Este posee una ventaja sobre los machos normales, que
consiste cn que alcanza la madurez en solo dos afios. Sin embargo, ¢s
incapaz de responsabilizarse de una familia. En lugar de cllo, espera
escondido hasta que una hembra ha puesto sus huevos respondiendo a las
seflales de un macho normal, y entonces sale corriendo a fertilizar los
huevos antes de que el macho normal tenga la oportunidad de hacerlo. Si el
gollo tiene éxito, el macho normal defiende una familia que no esté relacio-
nada con él en absoluto y que lleva por el contrario los genes del golfo.

La teoria de juegos sirve para explicar por qué las dos clases de machos
pueden coexistir en proporci fijas. Imagi un lago en ¢l que viven
N machos de la especie, donde N es un nimero grande. Podemos pensar
pues en términos de un juego con N jugadores. El objetivo de cada jugador
es maximizar ¢l namero de descendientes esperados. Las posibles estrategias
de cada jugador en el juego son hogareiio y golfo. El beneficio obtenido por
un jugador al elegir una de estas estrategias depende de las estrategias cle-
gidas por los otros jugadores. Si un nimero suficiente de jugadores escoge
hogareiio, 1a mejor estrategia es escoger golfo, porque habra una gran oferta
de nidos de cuco por explotar. Si un nimero suficiente de jugadores cscoge
golfo, la mejor gia es ger hogarerio, porque sera dificil encontrar
alguien de quien abusar. Por tanto, cuando hogareiio es una eleccion es-
tratégica suficicntemente popular, se da el incentivo para ir contra corriente

giendo golfo. Analog do golfo es suficientemente popular, se
da el incentivo para pasarse a hogareito.

Un cquilibrio de Nash en este juego con N jugadores se da cuando la
proporcion de jugadores que escoge hogarefio y la proporcion que escoge
golfo se equilibran tan exactamente que a cada jugador le resulta indiferente
continuar con su actual estrategia o cambiarse a la estrategia alternativa.
Entendido esto, es facil entender por qué las dos clases de macho sobreviven
y por qué las fi ias de sus poblaci per tables ---mejor
dicho, seria facil de entender si los peces fieran optimizadores racionales
capaces de seleccionar los genes que han de llevar.

Para que una historia de teoria de juegos se aguante en este contexto,
T i una explicacion de como los genes se distribuyeron exactamente
en la forma necesaria para asegurar que cada pez optimizaria, dada la
mezcla actual en la poblacion de hogareiios y golfos. No basta con decir que
la Naturaleza, «con las garras y las fauces llenas de sangre», actuard de
forma que solo quienes se adaptan sobreviven. Esta respuesta rchiye el
. -oblema de como y por qué resulta que a veces adaptarse implica actuar
racionalmente. Esta parece ser una de esas grandes cuestiones que no tienen
respuestas faciles, Ei Capitulo 9 no hace mas que indicar algunas direcciones
en las que se podria encontrar la respucsta. Tal vez la investigacion actual
producird algo realmente nuevo cn csta area. Si fuera asi, jla teoria de
juegos habria dado realmente ¢l salto a la fama!
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muchas tonterias a propdsito de la teoria de juegos, ;y quién puedc decir
0.44. Aplicaciones a la filosofia social ! que este libro no la's) conticne también? Es cierto, como Bertrand IRusscll
H dijo a proposito de la filosofia, que leer teoria de juegos €s como lccr un
Actualmente de moda, esta arca de aplicacion es ciertamente muy divertida, i cuento de hadas —Ia incredulidad debe d ejarse en suspenso mientras el cuen-
¢Era realmente el juego llamado el dilema del prisioncro (Seccion 7.5.4) lo ; 1o es contado, si uno quiere enterarse de qué va—. ;Pero n.° olvide recuperar
que Thomas Hobbes tenia en la cabeza cuando, en su Leviathan de 1654, - la disposicién escéptica cuando el cuento s¢ ha acabado!
liz6 el estado | del hombre como la «guerra de todos contra

todos» en la que la vida es «solitaria, pobre, desagradable, brutal y cortas?
¢O se estaba refiriendo al juego del gallina? ¢El imperativo categérico de
Immanuel Kant nos dice que debemos cooperar en el dilema del prisionero,
o deberia ser considerado Gnicamente €Omo un criterio para la seleccion de
equilibrios? ;Estaba Karl Marx refiriéndose a un juego cuando escribio
sobre la explotacién de la clase obrera? ¢Coémo juega el juego de la caza del
ciervo de Jean-Jacques Rousseau la gente real? ;Es realmente racional usar
el principio del maximin en la «posicion original», como ha postulado John
Rawls en su celebrada Theory of Justice?

Soy una persona demasiado irreverente para tener derecho a opinar
sobre estas cuestiones tan importantes, Sin embargo, por lo que pueda valer,
diré que pienso que las obras de los grandes filosofos son mas valiosas por
las cuestiones que plantean que por las respuestas que ofrecen. Para ser aun
mas ifreverente, creo que existe una clase entera de cuestiones a las que no
podemos esperar que los grandes filésofos del pasado hayan proporcionado
respuestas, porque esto supondria por lo menos que habrian anticipado
algunas de las ideas que la teoria de jucgos ha aportado a la filosofia social
moderna.

El filosofo David Hume, sin embargo, es una excepcion muy notable a
este juicio. Los especialistas en teoria de juegos creen que pueden demostrar
formalmente por qué incluso el individuo mas egoista puede descubrir que,
con frecuencia, cooperar con sus vecinos en una relacion a largo plazo
redundara en su propio interés ilustrado. Con este fin estudian los cquilibrios
de juegos con repeticion —juegos que los mismos jugadores juegan una y
otra vez—. Pocas cosas han descubierto en esta area hasta el presente que
hubieran sorprendido a David Hume, quien hace ya unos doscientos afios
articuld los mecanismos esenciales. Estas ideas, sin embargo, estan ahora
firmemente basadas en modelos formales. Para avanzar mas, habri que
esperar progresos en el problema de la seleccion de cquilibrios en juegos con
multiples equilibrios. Cuando estos progresos se den, sospecho que la filosofia
social sin teoria de juegos sera algo inconcebible —y que David Hume sera
universalmente considerado como su verdadero fundador.

0.5. Conclusién

Si ha leido hasta aqui, probablemente ya se ha enganchado. Pero no se
trague tambsién el hilo y el plomo. Atienda a lo que dicen éste y otros libros
de tcoria de juegos y cntonces formese su propia opinion. Se¢ han escrito
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La definicion formal de un jucgo es bastante simple desde un punto de vista
matematico, pero no es tan simple der lo quc la definicion formal
significa. Las ideas necesarias, por tanto, seran introducidas una a una cn
los capitulos siguicntes. En ¢l presente capitulo ideraremos ini

juegos con dos jugadores, de informacién perfecta y sin jugadas de azar.
Ademais, nos restringiremos especialmente a la consideracion de jucgos
estrictamente competitivos. Esto significa simplemente que los objetivos de
los jugadores son diametralmente opuestos.

Las tres en raya es un cjemplo simple de esta clase de jucgo. El ajedrez es
un ejemplo mucho mas complejo. Estos son juegos de informacion perfecta
porque cada vez que un jugador ha de jugar sabe todo lo que podria desear
saber sobre lo que hasta ahora ha ocurrido en el juego. El parchis ¢s un
Jjuego con dos jugadores, estrictamente competitivo y con jugadas de azar.
Lo que un jugador puedc hacer cuando le toca jugar depende del lanzamiento
de un dado. El poquer es un juego de informacion imperfecta. En el poquer,
cuando hay que decidirse por una apuesta a cualquiera le gustaria saber las
manos de los demis jugadores, pero esta informacién le esta vedada.

1.2 Las reglas del juego

Las reglas de un juego deben decirnos quién puede hacer gué y cudndo puede
hacerlo. También deben indicarnos cudnto gana cada uno cuando el juego
ha terminado. La estructura utilizada en teoria de juegos para expresar esta
informacion se Hama arbol. Un irbol es un caso especial de lo que en
matematica combinatoria se llama un grafo. Un grafo, en este sentido, cs
simplementc un conjunto de nodos (o vértices), algunos de los cuales estan
conectados por aristas. Un arbol ¢s un grafo conexo y sin ciclos, como s¢
indica en la Figura 1.1.

ZCudndo? La primera jugada de un juego se identifica con un nodo
especialmente marcado. del arbol del juego. Este se sucle llamar la raiz del
arbol.

Una partida del juego consiste de.una cadena conexa de-aristas que
empiczan en la raiz del arbol y terminan, si el juego ¢s finito, en un nodo
teeminal. Los nodos terminales del arbol corresponden a los posibles re-
sultados de! juego. La Figura 1.2(a) muestra el arbol de un juego G. (Nos
olvidaremos de la Figura 1.2(b) por €l momento.) La raiz del arbol ha sido
marcada con la letra a. Una partida del juego se ha indicado ensanchando
las aristas correspondientcs.

£Qué? Los.nodos del arbol represeman las jugadas posibles durante el
qugo. l:o_s_ segmentos que salen de un.nodo representan las acciones o
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/- Nodo
/ Arista

Nodo

/ terminal

/ Partida

Grafo no
concxo

Grafo con
un ciclo

- Figura 1.1.  Grafos,

elecciones posiblcs. en esa jugada. Asi, por cjemplo, hay dos elecciones
gosxblcs para la primera jugada en el Juego-arbol de la Figura 1.2(a). Han
sido marcadas I y r.

£Quién? A cada nodo no terminal se le asigna el nombre o niamero de un
jugador, de manera que sc sabe quién elige en esa jugada. En el 4rbol de la
Figura l.Z(a).. el jugador I es quien elige en la primera jugada. Si &l elige r,
entonces serd la jugadora Il quien hara Ia siguicnte jugada. Esta tiene tres
opciones, lamadas L, M y R. Si elige R, el juego se ha terminado. Si clige Z,
tiene que jugar de nuevo. ’

_ {Algunos juegos contienen jugadas de azar. Por ¢jemplo, lo que los
Jjugadores pueden hacer en el parchis depende en la magnitud del nimero
pbtcmdo cu:u::do s¢ tira un dado. Estas situaciones se tratan asignando
jugadas a un jugador mitico llamado Azar, Cada accion en una jugada de
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Figura 1.2. €l érbol del juego G.

Azar se marca con la probabilidad con la que sera elegida. Esta cuestion
sera discutida en el siguiente capitulo.)

¢Cudnto? Cada nodo terminal ha de ser marcado con las consecuencias
que ticne para cada jugador que el juego termine con el resultado corres-
pondiente a ese nodo férminal. Por el momento nos limitaremos a considerar
cjemplos de jucgos que solo pueden ser ganados o perdidos. En este caso,
cada nodo terminal puede ser marcado o bien con W (para indicar que ¢l
jugador I gana y el I pierde), o bien con £ (para indicar que el jugador 1
pierde y el 11 gana). E! juego G de la Figura 1.2(a) es un cjemplo. Daremos
por supuesto que ningin jugador esta motivado por un deseo perverso de
perder. El objetivo de los dos jugadores es ganar el jucgo, si pueden.

Dos ejemplos

Tres en raya. Todo el mundo sabe como jugar a este juego. Su arbol, a
pesar de la-simplicidad del juego, es muy largo y, por tanto, la Figura 1.3
sblo muestra parte del arbol. Solo se muestran tres de sus muchos nodos
terminales. Se han marcado con las letrasW, £ y D para indicar, respectiva-
mente, que el jugador I gana, pierde o empata.

Nim. Este es un jucgo simple que sc juega ocasionalmente. Al empezar s¢
dispone de varios montones de cerillas. Dos jugadores se alternan en sus
jugadas. En cada jugada, ¢l jugador o jugadora correspondiente escoge un
montén y retira de ¢l por lo menos una cerilla. El dltimo jugador que retira
una cerilla gana. La Figura 1.4 da el arbol del juego cuando éste empieza
con tres montones de cerillas, dos de los cuales conticnen una cerilla y el
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a o L XiX]Oo x]xjo otro contiene dos cerillas. (Por el momento ignoraremos que algunos de los
g

Nodo Nodo Nodo segmentos del arbol han sido doblados.) Todos los nodos terminales han
terminal terminal terminal sido marcados con W o con L. A diferencia de lo que ocurre en tres en raya,
nim no puede terminar en empate. Uno de los dos jugadores ha de ganar.
Hasta llcgar a la Seccion 1.7, donde estudiaremos el ajedrez, sélo considera-

Figura 1.3. Tres en raya. Temos juegos de este tipo.
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1.3. Estrategias

Por ahora solo discutiremos estrategias puras'. En los juegos considerados
en este capitulo’, una estrategia pura para el jugador i es un plan que
especifica una accion para cada uno de los nodos en los que el jugador i
deberia tomar una decision, si el nodo fuera alcanzado en realidad. Si todos
los jugadores de un juego seleccionan una estrategia pura ¥ se mantienen
ficles a ella. entonces el desarrollo de un Jjuego sin jugadas de azar queda
totalmente determinado.

Consideremos ¢l juego G de la Figura 1.2(a). Los nodos en los que
corrésponderia_al jugador I tomar una decision estin marcados a y. b.
Por tanto, una estrategia pura para el jugador [ debe especificar una accion
para el jugador I en ¢l.nodo a y una accion para ¢l jugador 1 en_el noda b,
Puesto_que se-dan-2 acciones. posibles para ¢l jugador I en el nodo a y
2 acciones posibles en el nodo b, se sigue que el jugador I dispone de un
totalde 2 x 2 = 4 estrategias puras. Estan se pueden representar como sigue:

La estrategia pura representada por Ir significa que la accion | sera utilizada
si s¢ alcanza el nodo a, y que se usara la accién r si se alcanza el nodo b. La
estrategia pura rr significa que la accion r ha de ser usada tanto en el nodo a
como en el b. (Obsérvese que si el jugador usa la estrategia pura Ir, entonces
es imposible aleanzar ¢l nodo b, independientemente de lo que haga In
jugadora IL. Sin embargo, la definicion formal de estrategia requiere gl
especificar una accion para ¢l nodo b aunque la accion especificada en ¢l
nunca haya de tener efecto alguno en como se desarrolla el juego.)

Los nodos en los que corresponderia a la jugadora I1 tomar una decision
estan marcados ¢, d y ¢ en el juego G de la Figura 1.2(a). Una estrategia pura
para la jugadora II, por tanto, debera especificar una accion para ella en los
nodos ¢, d y e. Puesto que existen 2 acciones posibles para la jugadora Il en
el nodo ¢, 3 acciones posibles en el nodo d y 2 acciones posibles en el nodo
e, s¢ sigue que la jugadora 11 dispone de un total de 2 x 3 x 2 = |2
estrategias puras. Estas pueden ser representadas como sigue;

LLEL, LLR, LML, ILMR, LRL, LRR,
RLL, RLR, RML, RMR, RRL, RRR.

' Una estrategia mixra exige que un jugador randomice entre sus estralegias puras.

* En juegos con informacion incompleta la definicion de una estrategia ha de ser modificada
¥ sblo se requiere especificar las acciones a tomar para cada conjunto de informacién sobre el
que corresponderia al jugador i optar por una opcion en cl supuesto de que alcanzara este
conjunto de informacion,
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LLL LLR LML LMR LRL LRR RLL RLR RML RMR RRL RRR
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Figura 1.5. La forma estratégica del juego G.

La estrategia pura representada por LMR significa que la accion L ha de ser
usada si se alcanza el nodo ¢, que la accion M ha de ser usada si se alcanza
el nodo d y que la accion R ha de ser usada si se alcanza el nodo e.

La partida del juego G en la Figura 1.2(a) empicza en el nodo-raiz «
cuando el jugador I escoge la accion r. Esta conduce al nodo d,en el que la
Jjugadora I escoge la accién L. Esta a su vez lleva el Jjuego al nodo e, donde
la jugadora 11 escoge la accién K. Con ello el Juego es llevado a su fin en el
nodo terminal seialado con W, para indicar que gana el jugador I. Una
partida asi sera representada por la serie de acciones [rLR] que la generan,
(Los paréntesis cuadrados tienen como finalidad el subrayar que una partida
no es en absoluto lo mismo que una estrategia pura.)

¢Cuiles son las estrategias que producen la partida [rLR] de G? El par
de estrategias escogidas por los jugadores han de ser de la forma (rx, XL),
donde rx representa cualquier estrategia del Jugador I en la cual escoge r en
¢l nodo a. Existen 2 estrategias asi, rl y rr. Anilogamente, XLR representa
cualquier estrategia de la jugadora I1 en la que escoge Len el nodod y R en
el nodo e. Existen 2 estrategias asi, LLR ¥ RLR. Luego ¢l namero total de
pares de estrategias que producen la partida [rLR]es2 x 2 = 4,

La Figura 1.5 muestra la forma estratégica del juego G de la Figura 1.2 (a)".
La representacién en arbol del juego G en la Figura 1.2(a) se llama la forma
extensiva de G. La forma estratégica indica, para cada par de estrategias,
cudl serd el resultado del juego si se usa ese par de estrategias. Las filas de la
matriz representan las estrategias puras del jugador I, ¥ las columnas las de
la jugadora I1. La casilla en la fila rl y la columna LLR contienen la letra W,
Esto indica que el jugador I ganara el Juego si ¢l usa la estrategia pura rly

? La teoria de jucgos, como disciplina, empezd con la publicacion en 1944 del libro de Von
Neumann y Morgenstern The Theory of Games and Economic Bekavior. El libro empicza
discutiendo la forma extensiva de un juego, que sc basa en la nocién de arbol de un Juego
descrita en la Seccion 1.2, A continuacion, define la forma normal de un juego. Como indica la
terminologia, Von Neumann y Morgenstern pensaban que el procedimiento =normals de
analizar un juego debia consistir siempre en descartar la forma extensiva en favor de la forma
normal. Resulta, sin embargo, que esto seriz a menudo poco inteligente. Para indicar este
hecho, me uno a los especialistas en teoria de Juegos que preficren hablar de forma estratégica
de un juego en lugar de de su forma normal. Es necesario tener presente, sin embargo, que la
forma normal y la forma estratégica de un Jjuego son exactamente la misma cosa.



s

Ganar 33
32 Toorin de jusgos

la jugadora II usa la estrategia pura LLR. Esto fue comprobado en ¢l
parrafo anterior al continuar la partida [rLR] que resultaba de utilizar pares
de estrategias de la forma (xr, XLR).

1.4. E! algoritmo de Zermelo

Zermelo utilizé este método muchos afos atras, en 1912, para analizar ¢l
jedrez. El método requi I por el final del juego y marchar hacia
atras hasta su principio. Por esta razén esta técnica es ilamada a veces
«induccion hacia atrasw. Esencialmente la misma idea recibe en Investigacion
Operativa el nombre «programacion dindmi Esta idea real simple
se puede ilustrar usando e] juego G de la Figura 1.2(a). Lo que probaremos

es que el jugador I ticne una estrategia para G que le garantiza la victoria

1.4.1. Analizando el juego G

La Figura 1.6 muestra todos los subjiiegos de G. En el caso de los juegos
considerados en este capitulo, cada uno de los nodos x que no es un nodo
terminal determina un bjuego*, Un subji 2 iste simplemente de un
nodo x junto con todo el arbo! que viene a continuacion. (Obsérvese que la
definicion incluye al propio G entre sus subjuegos.)

Diremos que el calor o(H) de un subjucgo H de G es Wi el jugador 1

estrategia que use la jugadora II. Andlogamente, diremos que el valor v(H)
del subjuego H es Lsila jugadora II dispone de una estrategia que le hace
ganar H sca cual sea la estrategia que use el jugador 1. Obsérvese que a

deba ser verdad y, por tanto, seria concebibl ue un subjuego H no tuviera
ningiin valor segin nuestra definicion, Resulta que todos los subjuegos si
tienen de hecho un valor, pero esto es algo que no deberia darse por
supuesto. (De hecho, es una caracteristica especial de los juegos estrictamente
competitivos.)

Anilogamente, el jugador I gana G, escogicndo la accion r. Luego 1(G;) = W,
Consideremos ahora el juego G’ de Ja Figura 1.7. Este se ha obtenido a
partir de G reemplazando ¢l subjuego G, por un nodo terminal marcado

* Esto no es cierto para los juegos con informacion incompleta, como el paquer, en los que
hay que utilizar una definicion mas precisa que toma en consideracion lo que la gente sabe, o
no sabe, ea cada fasc del juego.

: c w w W w
¥ % y N\
5 I I 1 1 G,
g w £w cll wow I ww n
! G
i \/
y n n (] n

G, G,

h

G

Figura 1.6. El juego Gy sus subjuegos.

con el valor L de G,, y reemplazando el subjucgo.G, por un nodo _ten"ninal
marcado con el valor Wde G,. Si ¢l jugador 1 tiene una estrategia s* que
siempre gana ¢l juego G', enlonces tiene una estrategia s que siempre gana
H G. (Por qué es asi? . :

{ Sea cual sea la estrategia empleada por la jugadora 11, el uso por cl
5 jugador 1 de la estrategia s' en G’ resultara ¢n una partida de G que
conduce a un nodo terminal x de G’ marcado con W. Este nodo terminal
x puede que corresponda a un subjuego G, de G. Si es asi, entonces
! oG,) = W. Luego el jugador I tiene una estrategia ganadora s, en G,. Se
: sigue de aqui que el jugador I tiene una estrategia ganadora s para G. Esta
consiste en jugar segin s hasta que se llega a uno de los subjuegos G,. y
jugar entonces segin s,. o .

Un razonamiento muy parecido muestra que si la jugadora 11 disponc
de una cstrategia ' que siempre gana en G', cnlonpes,d|§pone de una
estrategia t que siempre gana en G. Se sigue que si G’ tiene un valor,
entonces también lo tiene G y H(G) = w(G). .

Consideremos ahora el juego G” de la Figura 1.8. I'Ssl_e s¢ ha ob!cmqo a
partir de G’ plazando el subjuego G; por un unico nodo terminal
marcado con el valor Wde G. La razon por la que L(G:z) = Wes que la
jugadora Il pierde en el juego de un jugador Gj tanto si clije 1a accién L

c e e et

UG =w w w w w w
N w w u w WVG;
wuGy=t
" It G
)
G

Figura 1.7. El juego G'y sus subjuegos.
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wG)=w w !
WGy =g }
(0l (l :
Gy
)
G

Figura 1.8. E! juego G” y sus subjuegos.

como si elige la R. Por el razonamiento wil; i G” ti

también lo'gienc & 3 oG o o izado antes, si G” tiene un valor,
Flpalmemc. consideremos el juego G de 1a Figura 1.9. Este se ha

obtcpldo 2 partir de G” reemplazando el subjuego Gy por un dnico nodo

tcrmlgal marcado con el valor de Gj. Como antes, si G” tiene un valor,

también lo tiene G” y (G™) = oG"). ’

. Ahora bien, G” ¢s un juego de un jugador que el jugador I puede ganar -
cligiendo r. Luego G™ tiene un valor y G™) = W. S¢ sigue que G también -
tiene un valor, y que (G) = HG) = WG") = HG") =W. Luego el jugador [
dispone de una estrategia que gana en G sea cual sea la estrategia usada por
la jugadora I1.

1.4.2. ;Qué es una estrategia ganadora para G7?

Una manera de hallar una estrategia ganadora para el jugador I en el juego

7, entonces ganara con independencia de la estrategia pura elegida por la
Jugac}orf: IL. Luego, rr es una estrategia ganadora. (En G no hay mas
estrategias ga: para ¢l jugador 1, pero con frecuencia los Jjuegos
tienen muchas estrategias ganadoras.) Sin embargo, excepto ¢n casos muy
sencillos, esta no es una manera razonable de localizar una estrategia

cion de la forma estratégica hace el método impracticable.
L{na manera mejor para encontrar una estrategia ganadora es copiarse
¢l método con el que hemos probado que existe una estrategia ganadora
wGY=L UG =w

}
Figura 1.9. g juego G*.

15. Nim
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para G. Empecemos por considerar los menores subjuegos de G (aquellos
que no conlicnen a su vez subjucgos). En cada uno de cllos, doblemos los
segmentos que corresponden a elecciones Optimas en el subjuego. Ahora
hagamos como si los segmentos no doblados no existicran. Esto produce un
nuevo subjucgo G*. Repitamos ahora el proceso con G*, y continuemnos de
esta forma hasta que ya no se pueda hacer nada. Al final del Pproceso existira
por lo menos una partida de G cuyos segmentos han sido todos cllos
doblados. Estas son las tnicas partidas que hay que seguir, si es conocimiento
comiin entre los jugadores que ambos, siempre y en cualquier circunstancia,
intentaran ganar.

Este proceso se ha llevado a cabo para el juego G en la Figura 1.2(b).
Soto una partida del juego tiene todos sus segmentos doblados y conduce a
1a victoria al jugador I, confirmando asi que el jugador I es el que disp
de una estrategia ganadora. Una estrategia pura ganadora puede ser leida
directamente en el diagrama eligicndo uno de los doblados en
cada uno de los nodos en los que corresponderia al Jjugador I tomar una
decision, si s llegara a ese nodo. En el caso de G, solo el segmento r aparcce
doblado en cada uno de estos nodos. Luego el jugador 1 sélo tienc una
estrategia pura ganadora, que es rr.

El proceso que acabamos de describir también se ha llevado a cabo para la
version del nim dada en la Figura 1.4, Obsérvese que, para ascgurarsc la
victoria, el jugador 1 ha de coger todas las cerillas del montén conteniendo
dos. Esto es todo lo que en realidad el jugador I necesita saber. Sin embargo,
se puede ver que éste no tiene una tinica estrategia ganadora porque en
alguno de los nodos en los que tendria que jugar, si fueran alcanzados, mis
de un segmento aparece doblado. Sc puede ver también que si el jugador |
no empleara una estrategia ganadora, no es seguro que perderia. Si éste deju
de adoptar la accion ganadora en la primera jugada, se llega a un subjucgo
en el cual la jugadora II dispone de una estratcgia ganadora. Pero la
jugadora II puede no usar su estrategia ganadora en este subjuego.

Este procedimiento para hallar estrategias ganadoras es ficil de usar
cuando sc da explicitamente el arbol del juego. Habitualmente, sin embargo,
el arbol del juego ha de ser construido a partir de un conjunto de reglas
enunciadas verbalmente. Esto puede suponer mucho trabajo. Ademas,
después de construido el drbol puede ser muy grande. Esto es cierto incluso
para juegos tan simples como tres en raya o nim (excepto cuando el nimero
de cerillas en cada monton es muy pequeiio). Por tanto, debemos buscar

é menos dnicos para descubrir cosas acerca de las estrategias
ganadoras.

Para el nim existe un método muy elegante que evita la necesidad de
construir un arbol del jucgo. Lo ilustraremos usando la versién del nim
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Figura 1.10. Nim con muchas cerillas.

dada en la Figura 1.10. En esta figura el namcro de cerillas en cada montén
se ha expresado primero en el sistema decimal y después en el de base dos®.

Llamemos equilibrado un juego de nim si cada columna de la representa-
cion binaria tiene un nimero par de unos, Yy desequilibrado en caso contrario.
El ejemplo de la Figura 1.10 es desequilibrado porque la columna de ochos

tiene un nimero impar de unos. Es facil verificar que cualquier jugada

admisible transforma un juego equilibrado en uno desequilibrado®,

El jugador que juega primero en un juego equilibrado no puede ganar
cn su primera jugada. La razén es que un jucgo equilibrado ha de tener
cerillas por lo menos en dos montones. Quien jucgue, por tanto, no puede
recoger inmediatamente la Gltima cerifla porque le esta permitido llevarse
cerillas sélo de un montén. Se sigue que uno de los jugadores tiene una
estrategia ganadora que tiene como caracteristica esencial que una situacion
desequilibrada ha de convertirse siempre en una situacién equilibrada’. La
razdn por la que esta estrategia gana cs que asegura que el contrincante no
puede ganar en la siguiente jugada. Puesto que esto es cierto en todas las
fases del juego, se sigue que el contrincante no puede ganar nunca. Pero
alguien debe recoger la ultima cerilla. Si no es mi contrincante, debo ser yo.
Luego debo estar usando una estrategia ganadora.

Obsérvese que ¢l jugador I no sicmpre dispone de una estrategia gana-
dora. Si la configuracion origina) de cerillas es desequilibrada, sera el jugador
I quien disponc dc una estrategia ganadora, Pero si la configuracién original
es equilibrada, entonces sera la jugadora 11 quien dispone de clla.

La Figura 1.11 muestra una partida posible para la version det nim dada
en la Figura 1.10. El jugador I esté usando una estrategia ganadora. Merece
ser destacado que una vez que el jugador I se enfrenta a sélo dos montones
de cerillas con un niimero igual de cerillas en ambos, entonces puede ganar
«robando la estrategian. Todo lo que debe hacer es llevarse tantas cerillas de
un monton como la jugadora H se Hevd del otro.

* Por ejemplo, ¢l nimero cuya expresion decimal es 9 comprende 1 ocho, 0 cuatros, 0
doses, y 1 uno. Luego su representacion en forma binaria es 1001.

¢ Por 1o menos un 1 en la representacion binaria del montén del que se retiran cerillas
pasara a ser i un 0. Si la col en lo que esto ocurre tenia 2n unos, después
tendra 21 - |,

7 (Por qué es esto siempre posible?
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0101 0101 " 0011
|00|—'—-0001—-0001
0100 0100 0
1
0010 0010"
LI P 0i|l——T 000
0010 0010 010
it
0010 0001 0001
1 I 1
6001 0001 gana

Figura 1.11. El jugador | emplea una estrategia ganadora para el nim.

1.6. Hexagonos

El juego de los hexagonos se juega sobre un tablero que consiste de n?
hexigonos dispuestos en un paralelogramo como muestra la Figura 1.12(a).
Los jugadores jucgan alternadamente. Una jugada consiste en marcar en ¢l
tablero un hexagono vacantc con un circulo (para el juga‘dor' Do una cruz
(para la jugadora II). Esto incorpora el hexagono _ul territorio g!el Jjugador
que lo marcé. Al principio, el territorio de cada jugador consiste de dos
lados opuestos del tablero. E] ganador es el primero en unir los do§ lados
que le corresponden por medio de una cadena continua de hcxagqnos
marcados con su emblema. En el juego que acaba de terminar en la Figu-
ra 1.12(b) la ganadora ha sido Cruz. El juego de los hcs.(égon_os es interesante
por diversas razones. En primer lugar, porque fue investigado por John
Nash, de quicn hablaremos cxtensamente mas adelante. En segundo lugar,
resulta ser importante que ¢l juego no puede terminar en empate, pero una
prueba convincente de ello no es trivial. En tercer lugar, aunque los
argumentos dados en la Seccion 1.4 muestran que uno de los jugado_rcs
dispone de una estrategia ganadora para los hexigonos, no se sabe cuales
son las estrategias ganad pto para val pequeiios de #. Sin
embargo, cs posible probar que de los dos jugadores, el primero en mover es
quien debe disponer de una estrategia ganadora.
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(b)

Figura 112, Hexagonos.

1.6.1. Por qué los hexédgonos no pueden terminar en empate

Mates

1.7 —

En cierm_semido es «obvio» que los hexigonos no pueden terminar en
empate. Si pensamos que los circulos son agua y las cruces tierra, entonces,
cuando rodos los hexagonos han sido marcados, o bien el agua uniré los dos
accanos que pertenecian originalmente al Circulo, o bien ¢l canal quedara
taponado. En el primer caso gana el Circulo. En el segundo, gana la Cruz.

Pm!:mr este resultado requiere un razonamiento matematico, como indica
la aparicion de un Mad Hatter en el margen. La Guia Didactica explica
detalladamente como usar estos Mad Hatters para orientarse a través del
libro. En el presente caso, el Mad Hatter representa una invitacion a saltar
directamente a la Seccion 1.7, excepto si es usted un entusiasta de las

-t
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(a) (b)

Figura 1.13. El algoritmo de Gale para los hexagonos.

matemdticas. Si este libro constituye su primer contacto con la teoria de
Juegos, debe considerar la posibilidad de simplemente seguir al Mad Hatter
a todas parles,

El siguiente algoritmo de David Gale muestra que si todos los hexagonos
han sido marcados con un circulo o una cruz, entonces uno de los dos pares
de lados opuestos deben estar unidos. Empecemos por una esquina, como se
indica en la Figura 1.13(a), y sefialemos un camino siguiendo el principio
que el siguiente segmento del camino siempre es escogido de manera que un
hexagono con circulo se encuentra a uno de sus lados y un hexagono con
cruz al otro®.

Un camino asi nunca puede terminar dentro del tablero, Tampoco no
puede volver a pasar por un punto que ya ha sido visitado. Los dos
diagramas de la Figura 1.13 estin pensados para sugerir por qué estas
aflirmaciones son ciertas.

La Figura 1.13(a) muestra un camino que ha aleanzado el punto a en ¢l
interior del tablero. Para llegar a a tiene que haber pasado entre un hexagono
con cruz A y uno con circulo B. Tiene que haber un tercer hexiagono € del
cual a es un vértice. Si tiene una cruz, como en la Figura 1.13(a), entonces el
camino puede continuar pasando entre B y C. Si @ se encuentra en el borde
del tablero. el razonamiento debe modificarse ligeramente, pero continia
valiendo. El razonamiento sélo deja de ser valido si a es uno de los cuatro
puntos en las esquinas del tablero. Estos son los Gnicos puntos en los que el
camino puede terminar.

La Figura L.13(b) muestra un camino que ha vuelto a pasar por un
punto b que ya habia visitado antes. Para hacer esto, sin embargo, el
camino ha tenido que violar el requerimiento de mantener un hexdgono con

" Esto se hubicra podido hacer volviendo inmediatamente por el camino con el que se
llego, pero se entiende que esto no esti permitido.
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cruz a un lado y uno con cil:cu!o al otro. Para comprobar que un caming
nunca puede describir un circuito cerrudo sin violar este requerimicnto,

contienen ambos cruces, Iu:gt_) esto es imposible. Como antes, el razona-
m;clmo debe scr modificado ligeramente para los puntos en el borde del
tablero, pero también es valido para ellos.

Puesto que el tablero es finito ¥ el camino no puede detenerse ni volver a

que uno de los pares de lados opuestos del tablero debe estar unido. Lucgo '

los hexdgonos no pueden acabar en tablas.

1.6.2. Por qué el jugador I tiene una estrategia ganadora

La demostracion es por reducciéon al ab
t surdo. La estructura de
derposlrnc:onc_s puede a veces ser confusa, y por ello empczaremoscsl:::

tori . :
m"s;”c’néd”i“i (""’m %J;sc“‘m"ﬁ“f‘;l o Sugador 1 me
:;::glacm:l:r?lsjr::;::i ::I“Ei ;s;r:’ljgf; dg::l?g?ra. Ya cllug‘:xrots la jugaé;‘r; l;‘l:
sl hcxdgonosj ispone de una estrategia ganadora
Para probar que P = ilaj
S s, e e S
eslra!egif«x» i argumento de los de «robar la
1 utde fobirein obampon oo une srsegin Irtraccony " S ugador

L. Enla o . . . :
E : : m;::;:era Jjugada, escoja un hexagono al azar y marquelo con

_—
N 3 . P
La notacion P = Q significa que P implica Q. Esto es, si P es verdad, entonces Q es verdad.

)
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2. En cualquier jugada posterior, haga como si ¢l éltimo hexagono que
marcd con un circulo no estuviera marcado. A continuacién haga
como si todos los restantes hexagonos con circulos contuvieran
cruces, y como si los hexagonos con cruces contuvieran circulos.
Ahora se¢ ha colocado usted en la posicion en la que se aplica la
estrategia ganadora de la jugadora M. Elija ¢l hexagono que la |
jugadora 11 escogeria en esta posicion si quisicra utilizar su estrateging
ganadora. Mérquelo con un circulo. El uinico contratiempo posible
es que este hexigono sea el que usted esta tomando como no
marcado. Si es asi, entonces no tiene que robarle al jugador II la
jugada ganadora para esta posicion porque ya se la ha robado. Le
basta con escoger al azar un hexagono y marcarlo con un circulo.

Esta estrategia debe hacer ganar al jugador 1 porque éste esta haciendo

pl lo que sup una victoria al jugador I1. Y no
solo esto, sino que lo estd haciendo una jugada antes de lo que lo haria la
jugadora II. El hecho de que tienc un hexagono extra marcado con su
emblema no le hace dafio alguno. Al contrario, su presencia le puede servir
para obtener la victoria antes de lo que hubiera sido de esperar.

1.7. Ajedrez

Excepto las tres en raya, los juegos considerados hasta ahora terminan
necesariamentc con la victoria de uno de los dos jugadores. El ajedrez, sin
embargo, puede terminar de tres manceras posibles. A la posibilidad de que
Blancas ganen o pierdan tenemos que afiadir la posibilidad de que el juego
termine en tablas. Representarcmos estas ires posibilidades por W, £ y D,
respectivamente. Las preferencias del jugador 1 sobre estos resultados sc
indican escribiendo

L« D< W,

Las preferencias de la jugadora 11 viene dadas por

L»; D= W,

En general, la notacion a <, b significa que al jugador i le gusta el
resultado b por lo menos tanto como el a. La notacién a <; b significa que
el jugador I prefiere b a a estrictamente. Es decir, que nunca elegira a
cuando pueda elegir b. La notacion ¢ ~, b significa que el jugador i es
indiferente entre a y b. Escribir a X; b s, pues, equivalente a decir que o
bien a <; b o biecna ~, b.
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Las propiedades de estas relaciones g ia seran discuti
e e preferencia seran discutid:
det?llc en el Capitulo 3. Pm: ¢l momento bastara con observar qu:sl?;
preferencias atribuidas a los Jugadores 1 y II hacen del ajedrez un juego
estrictamente compeltitivo, En términos de relaciones de preferencia cstq ]

significa que, para cualesquicra resultados a y b9,

a=<b o b<,a

Los objetivos de los jugadores son diametralmente opuestos, Todo 1o que ¢ ?

bucg;) para uno es malo para e} otro.

Este sepg:::’g?rlér;iuh:d;o crkc:n:sm zeocién &? que cl ajedrez tiene un valor
i c 2 mas general cuya prueba se reduce a pocs.

€0sa més que a dejar presentable la exposicion del algoritmo de Zcrm‘::

Siada en la Seccién 1.4. En el enunciado del tcorema, la afirmacién de que el

Jugador I puede forzar up resultado j igni
) I 3 €N un conjunto S significa que
izg:]d:;ﬂ}ut;e'rozesus:?l i;l;;atcglz que garantiza que el resultado se cncozlrar:‘:
nj Sea la estrategia usada por su opone; te. U
la notacién ~§ para el com, i funt Fnel teorn s
A a iplementario de] conjunto S". En el teorem
cjemplo, ~ T consiste de todos los resultados que no estan en el conju:;op‘;‘r

?"orema'w. 1.7.1 (Zermelo). Sea T un coni Iqui
Juego finito de dos jugadores, de informacion p in j
% J res, rmacion perfecta y sin jugad
azar ™, Entonces, o bien el Juagador I puede forzar un rcsultadi f: ;so ‘li:
T.

Demostracion.  Marque,
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razc iento de la S 1.4 se puede utilizar para este propésito. Sin
embargo, dado que queremos que esto sca la prueba formal de un teorema,
el razonamiento deberia ser presentado con un grado razonable de precision.
Sea ¢l rango de un juego el nimero de scgmentos en la partida mas larga
de todas las posibles. Es cicrtamente verdad que cualquier juego de rango |
tiene un valor. Un juego asi consiste de una raiz y algunos nodos terminales.
Si al jugador I le toca escoger en la raiz, entonces puede ganar inmediata-
mente si alguno de los nodos terminales esta marcado W, En caso contrario,
todos los nodos terminales estin dos con una £ y, por tanto, la
jugadora Il puede forzar una victoria sin hacer nada en absoluto. Un
razonamiento analogo muestra que un juego de rango 1 tiene un valor si la
jugadora II es quien debe escoger en la raiz.
Supongamos ahora que para algin valor de n todos los juegos de rango
n tienen un valor, Demostraremos que en este caso todos los juegos de
rango n + 1 también han de tener un valor.
Sea G un juego de rango n + 1. Localicemos el Gltimo nodo no terminal
X en cada partida de G de longitud # + 1. Construyamos un nuevo Jjuego G’
suprimiendo en G todo lo que viene a continuacién de cada uno de estos
nodos x. Asi, los nodos x se convierten en nodos terminales de G'. Marque-
mos cada uno de estos nodos terminales con el valor WG,) del subjuego G,
cuya raiz es x. Estos subjuegos son de rango 1y, por tanto, tienen un valor,
Puesto que el juego G’ es de rango n, tiene un valor. Supongamos que es
¢! jugador 1 quien disponc de una estrategia s’ que gana el juego G’ contra
cualquier estrategia que pudicra usar la jugadora II. E! uso de s asegura
que G’ terminaré en uno de los nodos ter les de G dos con W. Si
este nodo terminal corresponde a un subjuego G, de G, entonces G,) =W
y ¢l jugador I ticne una estrategia ganadora s, en G, . El jugador I puede
forzar una victoria en G jugando s’ en G’ y s, en cada subjucgo G, en el que
disponc de una estrategia ganadora. El mismo razonamiento se aplica
cuando es la jugadora 11 quien tiene una estrategia ganadora en G'. Luego
uno de los jugadores puede forzar una victoria en G, ¥ G tiene un valor.
Hemos demostrado que los juegos de rango 1 tienen un valor. También
hemos demostrado que si todos los juegos de rango n tienen un valor,
entonces también lo tienen todos los juegos de rango n + 1. De aqui se
deduce que todos los juegos tienen un valor. Para ver que cs asi, empecemos
tomando n = 1. Puesto que juegos de rango 1 tienen un valor, emos
deducir que juegos de rango 2 tienen un valor. Ahora tomemos n = 2. Esto
nos permite deducir que juegos de rango 3 tienen un valor. Esto nos permite
deducir que jucgos de rango 4 tienen un valor, ¥ asi sucesivamente ¥,

Y E enunciado general de este 1ipo de razonamiento s llama ¢l principio de induccion, Este
afirma que si P(n) es una proposicion definida paracadan = 1,2, _yq

1. P(1)es verdad;
2. Paracada n, es verdad que An) = Pln + 1);

entonces Pn) es verdad para todos los valores de n.
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. Hemos demostrudo que todos los juegos que cstamos considerando §
tienen un valor. Luego, o bien el jugador | puede forzar un resultado en 7, o §

bien 1a jugadera Il puede forzar un resultado en ~7T.

1.7.1. Valores de juegos estrictamente competitivos

<®
Mates

Obscrvgmo§ cn primer lugar que un Mad Hatter ha aparecido en el margen,
La Guia didactica explica detallad lo que significa su aparicion,
Habitualmente aparece corriendo hacia otra ion. y los principi
harian bien en scguirle. Aqui no esta corriendo, aunque parece que no le
falten ganas. Esto significa que nos vamos a encontrar con algo un poco
mis dificil de lo habitual, pero que debemos resistir la t ioén de echar a
correr.

Dirc.rpos que un resultado v es un valor de un juego finito y estrictamente
compctitivo G si y solo si el jugador I puede forzar un resultado en o
conjunto W, = {u:u 3, v} yla jugadora I puede forzar un resultado en ¢l
conjunto L, = {u:u x, v}. Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue
supondremos que ¢l jugador I no es indiferente entre ningin par de
resultados de G. Asi, los resultados en el conjunto U = {u,, u,, .., 4} de

todos los posibles resultados de G pueden ser representados de forma que |

By <X uy <y e =< Uy

Entonces las p f ias de la jugadora II satisf: Uy > ptty =y o,
La Figura 1.14 ilustra lo que significa para estos juegos tener un valor ».

Corolario 1.7.1. Todos los juegos finitos, estrictamente competitivos, de -

informacion perfecta y sin jugadas de azar tienen un valor.

D ién. El jugador I puede cier forzar un resultado cn cl
conjunto W, porquc éste contiene todos los dos del juego. Ciet

no puede forzar un resultado en un conjunto menor que W, porque este
conjunto sélo conticne el Gnico elemento 4, Luego existe un conjunto
minimo W, en el que el jugador I puede forzar que se¢ dé cl resultado. Ahora,
si v = u, el jugador I no puede forzar que el resultado sc dé en W,,... Segin

La jugadora I} puede forzar un resultado aqui

- ~

T o1 -1 v T T o]

I s

El jugador | puede forzar un resultado aqui

Figura 1.14. El valor vde un juego estrictamente competitivo.
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¢l tcorema de Zermelo se sigue que la jugadora I puede forzar un resultado
en ~W, = L. Esto completa la demostracion. A

Corolario 1.7.2. El ajedrez tiene un valor.

Demostracién.  Sc¢ deduce inmediatamente del Corolario 1.7.1. @]

1.7.2. Puntos de silla

Diremos que un par de estrategias (s, 1) es un punto de silla de la forma
cstratégica de un juego estrictamente competitivo si, desde ¢l punto de vista
del jugador 1, el resultado » que sc deriva de usar (s, f) no es peor que
ninguno de los resultados de la columna correspondiente a t, y no es mejor
que ninguno de los de la fila correspondicnte a s.

Corolario 1.7.3. La forma estratégica de un juego finito, estrictamente
competitivo, de informacion perfecta y sin jugadas de azar ticne un punto de
silla (s, 1).

Demostracién. Supongamos que el jucgo tiene el valor v. Sea s una
cstrategia que asegura al jugador I un resultado u# », v. Ninguna de las
entradas en la fila s de la forma estratégica puede ser peor que ¢ para el
jugador 1. Sea ¢ una estrategia que asegura a la jugadora II un resultado
u X, v. Ninguna de las entradas en la columna 1 puede ser peor que v para
la jugadora II. Puesto que el juego s estrictamente competitivo, cada
entrada en la columna ¢ no es mejor que v para el jugador 1. Por tanto, ¢l
resultado actual de jugar (s, f) no puede ser peor ni mejor que v para el
jugador I. Puesto que en esta i0 p s que los jugadores no son
indiferentes respecto a los resultados, se siguc que el resultado de jugar (s, 1)
debe ser v. De aqui se sigue el corolario. .

Un reciproco de este resultado nos serd otil,

Teorema 1.7.2. Supongamos que la forma estratégica de un juego estricta-
mente competitivo G tiene un punto de silla (s, 1) para el cual el resultado
pondi es v E G tiene valor v.

COorr

Demostracién. Puesto que v es el peor resultado de su fila para el jugador
I, éste puede forzar para ¢! un resultado por lo menos tan bueno como v
jugando s. Puesto que ¢ es el mejor resultado de su columna para el jugador
I, es el peor de su columna para la jugadora II. Luego la jugadora Il puede
forzar para ella un resultado por lo menos tan bueno como v jugando 1.

Estos resultados son ilustrados en la Figura 1.15, que contiene una
forma estratégica imaginaria del ajedrez. El ajedrez es tan complicado que
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1.8. ¢Juego

TLL}

“

plwl'pl...lw 1; ‘DI...lwlw

s[ofn]-

Figura 1.15. La forma estratégica del ajedrez.

1al vez su valor real v no sera conocido jamas. Si v = W, entonces las
Blancas pueden forzar la victoria. Si v = L, entonces las Negras pucden
forzar la victoria. Siv = D, ambos jugadores pucden forzar tablas.
La Figura 1.15 ha sido realizada suponiendo que esta tercera posibilidad
era la correcta. La estrategia s representa una estrategia pura que ascgura
tablas o un resultado mejor para el jugador I, y t representa una estrategia
pura que asegura tablas o un resultado mejor para la jugadora Il Por cl
Corolario 1.7.3, ¢l par (s, ¢) es un punto de silla de la forma estratégica del
ajedrez.

racional?

¢ Qué conscjo deberia dar un libro de teoria de juegos a cada uno de los_ dos
jugadores que van a empezar a jugar un juego G estrictamente competitivo
de informacion perfecta sin jugadas de azar? Si el jucgo tiene valo!- v, la
respuesta puede parecer ficil. Con seguridad cada jugador deberia simple-
mente escoger estrategias puras que le aseguran un resultado no peor que v.
Si un par asi de estrategias puras (s, 1) es utilizado, entonces el resultado del
juego sera v, Pero deb levar cuidado al aceptar el par (s, f) como una
solucion del juego. El resto de esta ion se dedicara a d Ig de
las cuestiones relevantes a este respecto.

'* Suponiendo, como ¢n la seccién precedente, que los jugadores no son indiferentes entre
ninguno de los resultados. Si son a veces indiferentes entre dos resuliados, eatonces el resultado
de jugar (s, 1) podria ser un resullado w que no cs v, pero que ambos jugadores consideran
equivalente a v.
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1.8.1. Equilibrios de Nash

El par (s, ) ciertamente satisface uno de los criterios que debe ser satisfecho
para que en general un libro de teoria de juegos to adopte como solucion de
un jucgo. El criterio es que (s, r) sea un equilibrio de Nash. Esto simplemente
significa que s debe ser una eleccién optima para un jugador I que sabe que
que la jugadora 11 elegira 1; simultaneamente, ¢ debe ser una eleccion optima
para una jugadora II que sabe que el jugador I elegira s. En otras palabras,
cada una de las estrategias puras del par (s, ¢) debe ser una respuesta optima
a la otra.

En un juego estrictamente competitivo la condicion para que un par (s, 1)
sea un equilibrio de Nash ¢s que sca un punto dessilla de la forma estratégica
del juego. El que v sea ¢l mejor de su fila hace que s sca una respucsta
oOptima para el jugador I. En un juego esrictamente competitivo, si v es el
peor de su fila para el jugador 1, entonces debe ser el mejor de su fila para la
Jjugadora II. Luego 1 ¢s una respuesta dptima a s para la jugadora 1.

Consid 0s, por cjemplo, la forma estratégica de la Figura 1.5. Esta
tiene muchos equilibrios de Nash. Todos los pares de estrategias puras en
los que el jugador 1 usa rr son cquilibrios de Nash. Es decir, todos los
resultados de la fila inferior de la matriz corresponden a puntos de silla.

Seria contradictorio que un especialista en teoria d¢ juegos recomendara
a cada jugador algo que no fuera un equilibrio de Nash. Si la recomendacion
fuera adoptada de forma general, entonces la manera de jugar ¢l jucgo seria
conocimiento comin. Pero si s sabe que cualquier jugadora 11 llevara a la
practica el consejo del libro y jugara f, entonces ningtin jugador racional |
llevara a la practica cl consejo del libro de jugar s, excepto si s es una
respuesta optima a t. Analogamente, si se sabe que todo jugador I llevara a
Ia practica el consejo del libro y jugara s, ninguna jugadora racio-
nal 1f llevara a la practica el consejo del libro de jugar ¢, excepto si ¢ es una
Tespucsia Optima a s,

1.8.2, Equilibrio subjuego-perfecto

En la forma estratégica de la Figura 1.5, (rr, LLL) es un cquilibrio de Nash.
Sin embargo no es un par de estrategias que serian seleccionadas por un
algoritmo de Zermelo. Como sabemos por la Seccion 1.4, el algoritmo de
Zermelo sicmpre escoge rr para el jugador 1. Las estrategias puras que escoge
para la jugadora II se pueden observar en la Figura 1.2(b). Corresponden a
scgmentos que aparccen doblados en este diagrama. Es decir, son estrategias
puras de la forma RXY. La estrategia pura LLL no es una de ellas.

La razén por la que ¢l algoritmo de Zermelo no selecciona LLL es que
esta estrategia pura exige que la jugadora II sc plantee realizar la eleccion
irracional de L en el nodo c. Se dice que la eleccion es irracional porque si ¢l
nodo ¢ fuera alcanzado, entonces la jugadora I ganaria jugando R, mientras
que jugando L se ve llevada a la derrota. La definicion de cquilibrio de Nash
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no detecta que la estrategia LLL incorpora este plan irracional porque si g
jugador 1 usa su estrategia de equilibrio de Nash, rr, el nodo ¢ no serj
alcanzado. Luego la jugadora Il nunca necesitara utilizar su plan irracional
para el nodo ¢. Lo importante aqui es que el restringir la atencion 4
estrategias de equilibrio de Nash solo asegura que los jugadores se conduci.
ran racionalmente en los nodos que se encuentran en la trayectoria de
equilibrio. Esla coincide con la partida del juego seguida cuando se usan las
estrategias del equilibrio. Fuera de la trayectoria de equilibrio, las estrategias
de equilibrio de Nash pueden conducir a toda suerte de conductas alocadas,

Consideremos, por e¢jemplo, el juego del ajedrez. Si el valor del ajedrez es
D, entonces el jugador [ puede asegurarse unas tablas o un resultado mejor
Jjugando una estrategia pura s. Pero no puede conseguir nada mejor si la
Jugadora I usa una estrategia pura r que le asegura tablas o un resultado
mejor. Sin embargo, la jugadora [l podria cometer un error momentineo
que conduciria a un subjuego que no habria sido alcanzado si la jugadora I1
no se hubiera desviado de t por crror. El uso de la estrategia s continiia
garantizando unas tablas o un resultado mejor al jugador I, porque s
garantiza un resultado asi tanto si la jugadora II jucga bien como si juega
mal. Sin embargo, si la jugadora 11 ha cometido un error, el jugador I puede

tal vez conseguir algo mas que forzar unas tablas. En el subjuego alcanzado

como consecuencia del disparate de la jugadora Il puede que el jugador [

disponga de una estrategia ganadora. Si es asi. éste tal vez no esté interesado -

en mantenerse fiel a la estrategia pura s. Si s solo asegura tablas en el
subjuego, pero existe otra estrategia s° que asegura la victoria, entonces el
Jugador I querra pasarse de s a s,

Es obvio, por tanto, que un especialista en teoria de juegos no estaria a
la altura de su cometido si se contentara con recomendar cualquier equilibrio
de Nash del ajedrez como solucion para este juego. Un especialista debe
proporcionar consejos mas refinados. En particular, los pares de estrategias
(s. 1) seleccionados por el algoritmo de Zermelo no sélo son equilibrios de
Nash en todo el juego: también inducen equilibrios de Nash en cada
subjucgo. Siguiendo a Reinhard Selten diremos que un par de estrategias
con esta propiedad ¢s un equilibrio subjuego-perfecto.

1.8.3. Explotando el mal juego

Filo

1.9 —

(Seria prudente por parte de un tedrico de juegos recomendar como la
solucion al ajedrez un equilibrio subjuego-perfecto? Considérese el ejemplo
de la Figura 1.16, que se parece al ajedrez en la medida que los jugadores | y
11 alternan sus movimientos; los simbolos W, £ o D representan una victoria,
empate o derrota del jugador 1. Pero, al contrario que en el ajedrez, se
supone que a los jugadores les importa la duracion del juego. Las preferencias
de I vienen dadas por

W= Wy e Wy, =1 Dsp = Ly

v vtk
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Raiz. Wit

W,ow, W, Wi Dy Wy Ly Wy Wy Wy Wi

Figura 1.16. Un juego tipo ajedrez.

Se supone que las preferencias de 11 son las opuestas. Las dobles rayas en la
Figura 1.16 muestran el resultado de aplicar el algoritmo de Zermelo,
Puesto que solo una raya es doble en cada nudo, hay un tnico equilibrio
subjuego-perfecto. Ello implica que la jugadora 11 juega «bajar» en el
nudo 50. ; Es éste un buen consejo? La respuesta es que todo depende de lo
que se sepa sobre ¢l oponente. Es un buen consejo si la jugadora IT esta
tan segura de que el jugador I es racional que ninguna evidencia contraria
puede cambiar su opinion. Un jugador I racional ciertamente jugaria
«bajarn, si se encontrara en el nudo 51, puesto que ello le llevaria a una
inmediata victoria. Por tanto, la jugadora 11 no deberia permitir que se
llegara al nudo 51. Deberia aceptar un empate jugando «<bajar» en el nudo 50.
Pero para que el juego llegue al nudo 50, el jugador | tiene que haber
jugado «cruzar» en 25 ocasiones consecutivas, cuando lo racional era jugar
«bajar». Esta evidencia no es consistente con la hipotesis de la jugadora 11
de que el jugador [ es racional. Aquella podria argumentar, no obstante, que
incluso los jugadores que son casi siempre racionales cometen errores a
veces. Si es asi, puede atribuir el comportamiento de I al jugar siempre
«cruzars a 25 errores consecutivos. En cada uno de estos casos, ella podria
argumentar. €l gueria jugar «bajar», pero el destino intervino torciendo su
codo o distrayendo su atencion en el momento crucial, de modo que acabd
Jugando «cruzar». No tendrd ninguna duda de que hay que atnbuir una
probabilidad muy pequefia p a cada uno de estos errores y, por tanto, la
probabilidad p** de que sucedan los 25 errores es un nimero increiblemente
pequeiio . A pesar de todo, es logicamente coherente que, ante la alternativa
de que ha sucedido algo tan improbable y la hipotesis de que es altamente
probable que el oponente se comportari racionalmente en el futuro (aunque
no haya sido asi en el pasado), la jugadora I crea en la primera posibilidad.
Evidentemente, en la vida real nadie esta tan convencido de la racionali-
dad de un oponente. En particular, nadic que intente explicar el comporta-
micnto de un oponente que ha hecho 25 malas jugadas consecutivas en ¢l
ajedrez creerd plausible que en realidad, en todos los casos, intentd jugar
bien pero inadvertidamente movio la ficha equivocada. La conclusion que

" Si se da menos de una positlidad por cada diez de cometer un error, ¢ntonces se da
menos de una posibilidad por cada mul millones de mil millones de mil millones de cometer 25
errores de estos.
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surge naturalmente al observar mal juego es que ¢l oponente es un m
Jjugador. La cuestion entonces es como aprovecharse de su debilidad's,
En cl jucgo de la Figura 1.16 la debilidad del jugador 1 parece consist,
en una fijacion por jugar «cruzar» pase lo que pase. Una jugadora I que ¢,
¢l nudo 50 piense que esta explicacion del comportamiento de I es myyd
probable puede arriesgarse a jugar «cruzar». El riesgo consiste en que
puede desviarse de la norma de su comportamiento en el pasado y jugg,
«bajar» en ¢l nudo 51. En este caso 11 ha perdido inatilmente la oportunidag’
de un empate. Pero si el jugador | sigue jugando «cruzar» en el nudo 5]
entonces 11 puede conseguir la victoria jugando «bajar» en el nudo 52.

veces, como en ¢l caso de juego tipo ajedrez de la Figura 1.16, ello significa |
que un andlisis ortodoxo segin la teoria de juegos no es necesariamente una
buena guia de como jugar contra personas reales. Quiza esto sea también
verdad de Ins_jucgos que la gente jucga basicamente para divertirse. Ver a
d'ns personas jugar al péquer dptimamente seria tan interesante como mirar
como se seca la pintura: y nadic jugaria nunca al ajedrez, si se supiera como
jugarlo dptimamente. ;

Significa esto que la teoria de juegos es in0til? Evidentemente si lo |
creyera no me dedicaria a ella. Pero es verdad que a menos que tengamos
razones de peso para pensar que la gente involucrada va a comportarse
racionalmente, la teoria de juegos no puede usarse de forma ingenua para
predecir lo que la gente real va a hacer. En consecuencia, ¢n muchos casos |
seria poco inteligente usar la estrategia que un libro de teoria de juegos
cliquclaraA de «optima», puesto que seria optima sélo si todos los jugadores
pensaran jugar optimamente. Evidentemente hay circunstancias en las que
si es razonable trabajar bajo la hipotesis de que la gente se comportara de
una forma razonablemente racional. La Econonia se fundamenta, de forma
no muy solida, en el supuesto de que en las relaciones comerciales y de
negocios se da tipicamente este caso. No obstante, si no se cumpliera ningu-
no de los siguientes criterios, usar la teoria de juegos para hacer prediceiones
seria como jugar con fuego:

Filo
1.10 —

* El Juego cs simple.
* Los jugadores han jugado el Jjuego muchas veees en el pasado, yen

; " En gcncrall uno se arriesga al hacer esto. El oponente podria ser, concebiblemente, un
timador que esti preparando el terreno para un golpe. sin embargo, esto no es posible en el
Juego de la Figura 1.16. No hay ventaja de ningin 1ipo que el jugador I pueda ganar al jugar
-;:uzzr- 25 veces seguidas, cuando en cada ocasion puede ganar directamente con solo jugar
«bajare.
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consecuencia han tenide muchas oportunidades de aprender por
tanteo'’.
* Los incentivos para jugar bien son los adecuados,

El segundo y tercer criterios se satisfacen, por ejemplo, cuando jugadores ex-
pertos juegan al poquer en el «Campeonato Mundial de Poquer». Ademis,
aunque el péquer no es tan simple como las tres en raya o el nim, es simple
comparado con el ajedrez. Esto es, puede ser analizado con éxito. Por tanto,
¢l primer criterio también se satisface en algin grado. Por tanto, es esperan-
zador que la forma en que se juega en estos campeonatos se parece mucho
mas a lo que predice la teoria de juegos que a la que observamos en timbas
de café"™. De todos modos, incluso cuando se satisfacen los tres criterios, las
predicciones de la teoria de juegos solo con mucha prudencia pueden ser
aplicadas a situaciones reales.

1.9. Conflicto y cooperacién

Por ahora este capitulo se ha ocupado de juegos estrictamente compelitivos
en los que lo que es bueno para un jugador es malo para el otro. La teoria
de estos juegos estd mucho mas desarrollada que la teoria de juegos en
general. En consecuencia, los libros de teoria de juegos tendian a concentrarse
cn estos juegos hasta hace relativamente poco tiempo. En el pasado esto ha
llevado a algunos criticos a concluir que la teoria de juegos solo se ocupa de
Juegos estrictamente competitivos. Si esta conclusion fuera correcta, con
toda seguridad tendrian razon al rechazar la teoria de juegos como algo que
tiene muy poco interés practico. Se da raramente el caso en la vida real en ¢l
que los juegos que tenemos que jugar no ofrecen oportunidades de algin
lipo para cooperar con los demaés jugadores.

Es tipico de los juegos de la vida real que ofrezcan oportunidades tanto
para la cooperacion como para el conflicto, y muchas de las cuestiones
realmente interesantes son las que se refieren a cudndo es, o no es, racional
cooperar con otros jugadores racionales, La consideracion detallada de estas
cuestiones, sin embargo, la pospondremos hasta el Capitulo 5, que se ocupit
de algunos juegos de negociacion. En contraste con lo que ocurre en juegos
estrictamente compelitivos, en estos juegos de negociacion siempre es racional
que los jugadores cooperen y lleguen a un acuerdo. Sin embargo, estos juegos
no dejan de carecer de motivos de conflicto porque las opiniones de los
Jjugadores sobre qué acuerdo debe alcanzarse no coinciden necesariamente,

' Han jugado contra distintos adversarios en cada ocasion, Si se trata de jugar un
determinado juego contra ¢l mismo oponente muchas veces, esta situacion de repeticion exige
construir un modelo en términos de un Gnico «super-jucgos

" Por cjemplo, la teoria de juegos recomienda echarse muchos faroles cuando las manos
son muy malas.
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1.9.1.

Teoria de Jjuegos

En la presente seccion nos limitaremos a considerar algunos ejemplog
simples de juegos que no son estrictamente competitivos. Han sido escogidos

principalmente para hacer ver que In mayoria de las interesantes propiedades |

que tienen los juegos estrictamente competitivos estudiados en este capitulg
no se cumplen en juegos mas generales. En cada cjemplo los resultados
serdn representados por un par de cantidades en dolares (Sx, Sy). La
interpretacion es que si el juego termina en un resultado representado por
(Sx, 8y) , entonces el jugador 1 recibe x délares y la jugadora 11 recibe ¥
dolares. Suponemos que cada Jugador o jugadora prefiere mas dinero que
menos y que en el juego no le preocupa otra cosa que cuanto dinero ganarg
al final. En los diagramas, el resultado (Sx, Sy) serd representado por un
cuadrado con el pago, x dolares, del Jugador I en la esquina suroeste y con
el pago, y dolares, de la jugadora I1 en la esquina noreste,

Un juego en equipo

Un juego en equipo es lo mas distinto que se pucde concebir de un juego
estrictamente competitivo. En los Jjuegos en equipo los intereses de los
Jjugadores coinciden. Lo que es bucno para un jugador también es bueno
para los otros. La Figura 1.17(a) proporciona un ejemplo muy simple. El
algoritmo de Zermelo le ha sido aplicado, doblando los segmentos apropia-
dos. Se da un inico equilibrio subjuego-perfecto, (I, L), que conduce al
resultado (32, $2). En la forma estratégica dada en la Figura 1.17(b) se puede
comprobar que éste es un equilibrio de Nash observando que el pago de 2
dolares del jugador 1 es el mayor de sus pagos en la columna correspondiente
a L. Lucgo | es una respuesta optima a L. Al mismo tiempo, 2 dolares es el
mayor de los pagos de la jugadora I1 en la fila que corresponde a I Luego L
€S una respuesta optima a .

Los juegos en equipo de informacion perfecta no son muy interesantes
porque de hecho pueden ser analizados como Juegos de un solo jugador'.
El presente ejemplo, sin embargo, servira para subrayar un punto importante:
que juegos que no son estrictamente competitivos no tienen necesariamente
un valor v en el sentido definido en la Seccion 1.7.1. t

Tal vez nos gustaria proponer que el resultado (S2, $2) fuera considerado
el valor del juego, pero no es cierto que el jugador I tiene una estrategia que
le asegura un pago de 2 délares, o de mas, sea lo que sea lo que haga Ia
Jugadora II. El jugador 1 ha de Jugar la estrategia pura | y confiar que la
Jugadora I1 elegira la cstrategia pura L para obtener un pago de 2 dolares,
Pero si la jugadora 11 eligiera irracionalmente la estrategia pura R, el

'* Sin embargo, cuando la mformacion es imperfecta los Jucgos en equipo pueden ser
realmente muy interesantes. Por ejemplo, su estudio nos puede ensefiar cosas acerca de las
maneras Optimas de comunicar informacion dentro de organizaciones cuyuos micmbros
comparten un mismo objetivo,
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Figura 1.17. Un juego en equipo.

jugador 1 sélo conseguiria un pago de {).délarcs. El m:f)jtuy-p:gol que 'fl
jugador I puede ascgurarse es | _do{ar. Se lo nscgur‘a t,h!_:u.‘r: o at.’pur.l
estrategia r. El mayor pago que la Jugador:l_ 11 puede asf:g!.lr:llr?ilgm] u.(? es
1 dolar, y se lo asegura jugando la estrategia pura L. i'hslz ‘r. LL‘i.l'(;'ﬂ e .u;.:
un pago de 2 dolares si el jugador | escoge . pero solo de | dolar si és

3 Ic r. . )
esmhi:rﬁ urz capitulo posterior diremos que la estrategia puru‘r.ua }n ‘:jw'“.’,l,:y;u.
de sequridad del jugador 1. y que ¢l pago asegurado de 1 dulgllr LSE‘ én: ‘lf
sequridad del jugador I. An;'lloga_mcme. la estrategia d_t: Sl.gl:lrl ‘a' e l.x‘
jugadora I1 es L y su nivel de seguridad es | dolar. En L}njucgnl L"alr:jcmmgr;,u
competitivo ambos jugadores se aseguran el valor del juego llev anidn a? o
una de sus estrategias de scguridad. Unicamente obs_ervarcmols. _;.mr.d.mr.l
que las estrategias de seguridad solo son de importancia 5ecum!.|rm pdm[ u,ri
anilisis del juego. En particular, no seria inteligente que ¢l J_ugad]?r :.’c
preocupara excesivamente por lo que ‘pucdc asegurarse. Si qglere cga‘r._a
tomar una decision razonable sobre qué hacer, debe preocuparse de predecir
la conducta futura de la jugadora 11

1.9.2. Equilibrios multiples

En los juegos estrictamente compelilivos csludiqdo§ en cslc‘ cnplltplo ,i"
existencia de equilibrios maltiples 1o representa ningun prnhlu-n?. n p(.ill‘
de estrategias puras (s, 1) es un cquilibrio Sl\hjucgo-pcrfcf.‘l(} p.am‘ l:lll'IO V‘L
cstos juegos si y solo si s le asegura al jugador 1 un resultado en cualquier
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Fi o .
Igura 1.18. Unp 1uego con estrategias de equilibrio no intercambiables.

;ﬁ?:iig?sng ;n;’:nc,); ‘tlosudvalur‘ ¥ t hace Jo mismo para la jugadora II. Asj
e en“._e ¥ ; n:) N dos equilibrios subjuego-perfectos, ¢l Jjugador |, al
clegiraro ¢, C}uul(!;uicr:;]:}:elagu;aﬂ:::if::ﬁ; aoerlcacn' dt:-' » la_jugadorﬂ T
escoge 5 y la jugadora 1 escoge 1’ enlonccslg(u'a A o
equilibrio subjuego-perfecto cuyo usul en cualqui . r]b_comrnua sn.‘n_do 1
un resultado equivalente a| valor del subjur:‘gcaq {Fg;lll}c;::ﬁi‘E)FUPE_’I‘CJDMHI
‘ ado alen ¢ 2 ente, deci 2

(Shécgign(s'.f‘;l] SUFI"I. :.qu_lvaler}tcs e |nlcrcum_b:'ablcs, como se cxplica:r:ioz:ﬂ;
.3.1.) Para JUegos en general, sin embargo, los problemas que

N ser muy enojosos.

n embargo, en juegos que no son
O prestar atencion especial a lo que
¢ una eleccion dptima en un nodo. En
puede trabajar simplemente con un

¢strictamente competitivos es necesari
ocurre cuando un jugador tiene mas d
JUCgos estrictamente competitivos se
Unico 4 j 3

o ﬁ?&gzl ;Euego ¥ doblar todos los segmentos correspondientes a elec-
Siooss ol di.bu?ujru::jgl_:s que nods_on estrictamente competitivos, usualmente

ramas distj ion opti
amy g slintos para cada eleccion optima de un

La Figura 1.18 ilustra €ste punto. Si se alcanz
" : ! 1o, Si s a el no , €l
ilc;'i.ﬂz::] Fl] es u|1‘d!rcrcmc entre jugar L y R porque :jr:: h.;:;s:c?gsn:;
diagrumas-(laq;ie u‘l." pldi;émn 0 délares. Asi bues, es necesario dibujar dos
i yA{a - gu["d] .ls(g). en que el segmento correspondiente a £, ha sido
it o gl-"d - (b), en que el s¢gmento correspondiente a R ha sido
ado. kn la Figura 1,18(a), para el jugador [ es optimo elegir 1. En la
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Figura L18(b), es optimo elegir 7. Lo que es mejor para el Jugador I en ¢l
nodo a. por tanto, depende en gran medida de su prediccion de lo que haria
la jugadora 11 en el nodo b si éste fucra alcanzado,

¢Qué consejo puede un especialista en teoria de juegos dar acerca de
cudl de estos dos equilibrios elegir? Cuando se estudian Juegos estrictamente
competitivos este problema no se plantea. Pero aqui (I, L) y (r. R) no son
equivalentes ni intercambiables. No son equivalentes porque el par de pagos
(82, 80) que resultan del uso de (I, L) no es el mismo que el par de pagos (51, $1)
que resultan del uso de (r, R). No son intercambiables porque, por ¢jemplo,
stel jugador | juega | (pensando que la jugadora 11 jugari 1) y la jugadora 11
juega R. el par resultante (I, R) no es un equilibrio.

Se podria argumentar que un libro de teoria de juegos deberia recomen-
dar el equilibrio (I, L) como la «solucién» del juego partiendo de la base de
que no existe razén alguna por la que la jugadora 11 deberia ser aconsejada
que negara «egoistamente» un pago de 2 dolares al jugador I, si alcanzaba
el nodo b. Se podria responder argumentando que seria «egoista» por parte
del jugador I empezar por llevar el juego al nodo b. Pero se supone que los
prepios jugadores no tienen ningan tipo de preocupacion acerca de si su
conducta ¢s, 0 no es, egoista. Por hipotesis, solo se preocupan acerca de
cuanto dinero ganan. Por tanto, un espectalista en teoria de juegos que
prefiera un equilibrio a otro por razones éticas estari imponiendo a la
situacion sus propios juicios de valor o sus propios prejuicios.

En cualquier caso, existen otros argumentos. Se podria argumentar en
favor del equilibrio (r, R) partiendo de la base que el jugador I «deberia»
creerse la amenaza de la jugadora 11 de que piensa jugar R. La razon es que
Esta no tiene nada que perder cumplicndo su amenaza, si alcanza el nodo b,
En contra de esta razon se da el hecho innegable de que tampoco tiene nada
que ganar. Se podria argumentar que ella deseard cumplir su amenaza para
«darle una leccion al jugador I». Pero, por hipétesis, no esta interesada en
dar lecciones a nadie: solo estd interesada en cuinto dinero gana. Si se desea
tomar en consideracion otros factores que pueden motivar a los Jugadores,
se deberian alterar las preferencias de los jugadores sobre los resultados
para reflejar este hecho.

No todos los especialistas en teoria de juegos comparten esta opinion,
pero yo creo que la actitud apropiada frente al problema de la seleccion de
equilibrios ha de ser la misma que la del matematico frente a una ecuacion
de segundo grado. Si le preguntamos cudl de las dos raices recomienda
como la solucion «correctar, pensara que la pregunta cs estupida. Es una
pregunta que no tiene ningin sentido en abstracto. Cuando surge una
ecuacion de segundo grado en un modelo construido para representar algun
aspecto del mundo real, se caleulan ambas raices y entonces se estudia cuil
de las dos tiene sentido para el fendmeno concreto del mundo real que ¢l
modelo quicre describir. Con frecuencia, por ejemplo. una de las raices es
positiva y la otra negativa, y esta dltima puede ser despreciada porque no
tiene sentido aplicada al mundo real. Analogamente, la pregunta de qué
equilibrio hay que elegir en un juego carece con frecuencia de sentido hasta
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1.10. Ejercicios

1.

g

Figura 1.19. E| juego de! Ejercicio 1.10.1.

La Figura 119 contiene ¢l 4rbol de up i
ur ~ e un juego i
com!)etmvo' de informacion perfecta sin jug'!ldugs dcc atzr.;lzlctamcnlc
g; ?{Dazc(l:‘uantalg 'es:;atzgials puras dispone cada jugador?
un listado de las estrategi ) j

) ugndo la notacion de la Secciéngllg. puras de cada jugador
€) 4Qué partida resulta al usar e} pérdem tegi
5 e d rategias puras (ril, LM)?

Earlidra Eg;:alos pares de estrategias puras que resultan en Ja
¢) Escribir la forma estratégica de G.
) Hallar todos los puntos de silla, ’

Las fichas de dominé se pueden colocar en un t

cubrir 405 cuadrados exactamente, Dos jugadz11"elser::)orlnoc::nnllijc:ihs:\asl

altemauvam.enl‘e. El primero que no puede colocar una ficha es el

perde:dor. Dibujar el arbol del juego para el caso m = 2 yn=3

'[).la l;xs:lra 1.20 contiene el esqueleto del arbol de un juego llamado
lac t I. Un comité de tres miembros (I, I y 111) de un club ha de

selecctonar un nuevo miembro a partir de una lista de cuatro

| —_—
!

*

00 deberi

estudio de refinamicntos de equilibrios de Nash. Uni
‘Lie‘gue refinamiento hay que cmplcfn'r. si es que hay em

£ .
€510 como que nada se puede obicner del
se estd afi do que la

plear alguno, es una cuestion que

requiere mas inf

de la que se codifica en la definicion formal del Jjuego.

Vbt
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Figura 1.20. Un esqueleto para e! arbol del blackball.

candidatos (A, B, C y D). Cada uno de los miembros del comité
esta autorizado a blackbolear (vetar) un candidato. Este derecho se
cjerce rotativamente, empezando por ¢l jugador 1 y terminando por
el 11
En una copia de la Figura 1.20 marquese cada nodo no terminal
con ¢l nimero del jugador que decide en ese nodo. Los segmentos
que representan las posibles elecciones en cada nodo han de ser
marcadas con los candidatos que todavia pueden ser blackboleados.
Cada nodo terminal ha de ser marcado con la letra del candidato
clegido miembro del club cuando el juego termina alli.
¢{De cuintas estrategias puras dispone cada jugador? ;Qué
informacién no ha sido proporcionada que es necesaria para
analizar el juego?
4. Empezar a dibujar el arbol del ajedrez. Incluir por lo menos una
partida completa en el diagrama.
5. Dos jugadores escogen alternativamente e indefinidamente cntre 0
y 1. Una partida de este juego infinito puede identificarse, por
tanto, con una sucesion de ceros y unos. Por ejemplo, la partida
101000... empez6 con el jugador I escogiendo 1. Después, la jugadora
H escogio 0, y tras ello el jugador I escogié 1 de nuevo. Después de
ello ambos jugadores siempre escogen 0. Una sucesion de ceros y
unos s¢ puede interpretar como cl desarrollo binario de un nimero
real x que satisface 0 < x < 1%, Dado un conjunto £ de nameros
reales, el jugador I gana si x € E pero pierde si x ¢ ~E.
Empezar a dibujar el arbol del juego.
Aplicar el algoritmo de Zermelo al juego G del Ejercicio 1.10.1.
¢Cuil es ¢l valor de G? ;Cuil cs el valor del subjuego que empieza
en ¢l nodo b? ;Cual es ¢l valor del subjuego que empieza en el nodo
¢? Demostrar que la estrategia pura rrr asegura que cl jugador 1

o

* Por ¢jemplo, 58 = 0.101000... porque 5,8 = 1{1/2) + L2 + 11,2 + .
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12,

13.

consigue por lo menos el valor de G. iPor qué el algoritmo de
Zermelo no selecciona esta estralegia?

Aplicar el algoritmo de Zermelo a Ja version 2 x 3 del juego de
colocar fichas de dominé de! Ejercicio 1.10.2. Hallar el valor del
{’ucgo y determinar una estrategia ganadora para uno de los juga-

ores.

¢Quién ganaria un juego del nim con n > 2 montones de cerillas
tales que el k-ésimo montén contiene 2*- 1 cerillas?®, Describir una
partida del juego conn = 3 enel que el ganador juega 6ptimamente
mientras el perdedor siempre se lleva una cerilla del monton con la
mediana de cerillas. (El montén de la mediana es ¢l monton de
tamaiio medio.)

Rgpf:ur el ejercicio anterior con 2* - | montoncs, de los cuales e]
k-ésimo contiene & cerillas.
iQuién dispone de una estrategia ganadora en el juego de colocar
fichas de domino del Ejercicio 1.10.2, cuando:
a) my nson pares;
b) mesparynes impar;
¢} m=n=3

Justificar las respuestas.
Cuales son los movimientos de apertura ganadores en los jucgos de
los hexagonos 3 x 3,4 x 4,5 x 5

Dcmos!rgr que en un tablero de hexagonos de n x n+ el

segundo jugador tiene una estrategia dora do ¢! jugad

que abre tiene que unir los lados mas alejados.

El tablero de la Figura 1.21 representa el plano del centro de una

ciudad. Los jugadores | y I repr bandas de gang; El
N

JUE

s
Figura 1.21. €l plano de calies de una ciudad.

b3 H
_ zl‘am empezar, intentar resolver el problema Para valores concretos de n. Por ejemplo,
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[} L L] L] L

Figura 1.22. El tablero de! bridgit.

jugador I controla las areas al norte y sur de la ciudad, E juga-
dor II controla las areas al este y oeste. Los nodos cn el plano de
calles representan intersecciones de calles. Por turnos, los jugadores
marcan nodos que todavia no han sido marcados. El jugador I usa
un circulo como marca, y el jugador I1 una cruz. Un jugador que
consigue marcar los dos extremos de una calle controla la calle. El
jugador I gana si une el norte y el sur con un camino que controla,
El jugador II gana si une el este y el oeste.

¢Por qué es este juego completamente equivalente a los hexago-
nos?
El juego del bridgit fue inventado por David Gale. Se jucga en un
tablero como el que muestra la Figura 1.22. Las negras intentan
enlazar las partes superior ¢ inferior uniendo horizontalmente o
verticalmente nodos negros inmediatamente proximos. Las blancas
intentan enlazar las partes derecha e izquierda uniendo horizontal-
mente o verticalmente nodos blancos inmediatamente proximos.
Ninguno de los jugadores puede cruzar los enlaces del otro.
a) Hallar un argumento, del tipo del utilizado en los hexagonos,

que demuestre que el juego no puede terminar en tablas.
b) ¢Por qué sc sigue que alguien puede forzar una victoria?
¢} ¢Por qué es cl primer jugador ¢l que dispone de una estrategia
ganadora?

d) ;Como es una estrategia ganadora?™.
Dos jugadores se alternan removiendo nodos de un grafo conexo
G. Excepto para la primera jugada, un jugador solo puede remover

% Nosed

si no puede resp a esta Ultima pregunia. ;Es dificil!
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Figura 1.23. Un grafo G para el Ejercicio 1.10.15,

un nodo si esta unido por un segmento al nodo removido por el
antetior jugador. Pierde e| Jjugador que se queda sin un nodo que
sca legitimo remover.

Explicar por qué el segundo jugador tiene una estrategia gana-
dora si existe un conjunto £ de segmentos que no tiencn un extremo
en comin y tales que cada nodo es el extremo de un segmento del
conjunto E. Demostrar que no cxiste un tal conjunto £ para el
grafo de la Figura 123, Hallar una estrategia ganadora para el
primer jugador.

16.  El valor del ajedrez es desconocido, Puede serw, D o £. Explicar

por qué un argumento simple basado en robar la estrategia no
puede scr usado para eliminar la posibilidad de que cl valor del
ajedrez es £.

17. Explicar por qué el jugador | dispone de una estrategia gana-

dora ¢n el juego de construccién de nimeros del Ejercicio 1.10.5 si
E={x:x> 1/2}. (Cuil es la estrategia ganadora del jugador
cuando £ = {x:x » 2/3)? ;Cual es la estrategia ganadora del
jugador 11 cuando £ = fx:x> 2/3)? Explicar por qué el jugador
11 dispone de una estrategia ganadora cuando £ es el conjunto de
todos los nimeros racionales?. (Un ntmero racional es lo mismo
que una fraccion.)

18. Sean (s, o) ¥ (s, ) dos puntos de silla distintos de un juego
estrictamente competitivo. Demostrar que (s, ') y (s, ) también son
puntos de silla.

* Uno s¢ podria Ppreguntar si este juego infinito siempre tiene un valor para cualquier
conjunto E. La respuesta es abstrusa. Si asumimos un principio de Iu teoria de conjuntos
Hlamado el axioma de eleceidn, entonces existen conjuntos £ para los cuales e| juego no tiene un
valor. Algunos iticos. sin embargo, an propuesi . <l axioma de cleccion por
otro axioma que implicaria que el juego tiene un valor Ppara cualquier conjunto £,
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Figura 1.24. El juego de la cadena de supermercados de Selten.

19. Hallar todos los equilibrios de Nash del juego G del Ejerci-
cio L.10.L. ;Cudles de ellos son subjuego-perfectos?

ilibri j all del Ejerci-
flar los equilibrios subjucgo-perfeclos.dcl blackb‘l. 2
» tl:-il: la.;0.3 c:\gndo las preferencias de los jugadores satisfacen:

A», B> C»,D,
B>,C»,D»,A,
Cr3D>3;A>,8

{Quié Ita elegido al club si se usa un equilibrio subjucgo-
‘;;corfu;z:'o?rclsil::llar pgr lo menos un equilibrio de Nash que no sea
subjuego-perfecto. ] '
21. En iljuego de la cadena de supermercados de la Figura 1.24, hallar:
La forma estratégica. . .
g; Las estrategias de seguridad de !os Jjugadores.
¢} Los niveles de seguridad de los jugadores.
d} Todos los equilibrios de Nash.
€) Todos los equilibrios subjuego-perfectos.

j cadena dc supermercados del chrcicio_ 1.10.21 es
= Elllljl(::gg g:nl?mcuencia para jlustrar la logica de la fdlsuasmntgi
Cronémico y que gana 5 milones de d5ares s e e G st
omi ue gana 5 millon ar :

:;::r;gi:i;:c;e{lga di su privilegiada posicion. El Jugado; Il_ltl:gnug::
empresa que podria entrar en cl_scctpr, pero que gana cxlm 1on de
dolares si escoge no entrar. Si quien esta consndefan c:j irar

decide hacerlo, ¢l monopolista puede hacer dos cosas: puede pl
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3,

tarle cara inundando el mercado con su producto para forzar
precios a la baja, o Ppuede aceptar sy presencia y dividirse el mercado
con él. La lucha perjudica a ambos jugadores, que unicamente §
ganan en este caso 0 millones de dolares cada uno, Si se dividen ¢| §
mercado, cada uno ganarj 2 millones de délares.
a)  Explicar cdmo deberian ser interpretadas las acciones Lt

Y R de la Figura 1.24 para que el juego (_ic la cadena de J

luchar si éste desoye sus advertencias para que sc mantenga
fuera del sector. ¢Por qué éste no considerara que la amenaza
es creible?

€)  ¢Qué ocurrira si ambos jugadores actian racionalmente?

¢Cémo cambiarian las cosas en el Ejercicio 1.10.22 j, antes de

empezar el juego, el monopolista actual pudiera demostrar al com.

petidor potencial que estaba irrevocablemente decidido a luchar sj

éste entraba? 1

a)  Escribir un nuevo arbol que represente la situacidn del Ejerci-
cio 1.10.22 precedido Ppor una jugada preliminar en Ja que ¢l
Jjugador I decide sj se compromete, o no, a luchar sj el jugador
H llegara a entrar,

b) Hallar un equilibrio subjucego-perfecto del nuevo juego.

¢) ¢Puede usted imaginar de qué forma el jugador 1 se podria
comprometer irrevocablemente 3 luchar? Si es que sj, icoémo
podria el jugador | convencer al Il de que habia adoptado tal
compromiso?

El iiltimo apartado de} Ejercicio 1.10.23 sirve para ilustrar que es

muy dificil en la vida real comprometerse a seguir, si se dan de-

cmbargo, a veces es posible hallar acciones irreversibles que surten :
el mismo efecto que el de adquirir un compromiso, Como ocurreen |
la situacion sigu; , habitual estas i han de ser -
costosas para que los otros Jjugadores puedan ver que usted esta
gastando dinero de acuerdo con las intenciones que sus palabras
anuncian,

Supongamos que ¢l monopolista actual del Ejercicio 1.10.22
puede decidir, antes de que ocurra nada, hacer una inversion irre-
versible para aumentar su capacidad de produccién, Esto conlievara
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capacidad extra abaratara su produccion que ir:undarz': ¢l mercado.
P

Los pagos del jugad 1T perma ! o B

a) lgigujat un nuevo arbol de juego que ilustre la nucva suiuncno:'n.
Este tendri cinco nodos, el primero de los cuales representa la
decision de invertir del jugador 1. Si invierte, los pag!:;_s que
resultan de acciones posteriores del juego flcbcmn m‘('xh’ me:]rs:i:
para tencr en cuenta los costes y benceficios de la capacida
extra de produccion. . .

b) Determinar el inico equilibrio sul_a]ucgo-pcrfcglo. . .

c) Alguicn que no sepa teoria d? juegos podria d'ccu und o
necesariamente irracional invertir para obtencr una capacida
extra de produccion que uno cree que no usara jamrz'm {Como
pucde responder un especialista en teoria de juegos? ]

Hallar todos los equilibrios subjuego-perfcq(os ch juego dela .l‘;ggum

1.25. {Qué equilibrio rec daria usted si los jugadores le pidicran

consejo?

Figura 1.25. El juego de! Ejercicio 1.10.25,



